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tEET 

SUpergravite teorisince ongUrUlen, elektrik yUksUz kara delik

ler icin sac yok teoremi kanltlanmlstlr. SUpergravite alan denklem

leri Rarita-Schwinger alanlna gore lineerlest~ril~is ve bu sekilde 

spin 3/2 alanlnln, bosluk Einstein denklemlerini saglayan bir fonda, 

tutarll bir test alanl olarak yorumlanabildigi tartlSllmlstlr. 

Newman-Penrose-Debever ve Geroch-Held-Penrose formalizmleri kullanl

larak spin 3/2 test alanlnln sagladlg1 denklemler kullanlsll yeni 

bicimlere sokulmustur. Bu yeni bicimler araclllglyla ayarla tUretil

mis cozUmler aYlklanmlstlr. Slflra donUstUrUlemeyen sUperyUklere 

yol acan bUtUn spin 3/2 alanlarlnln, 0 tipi fon geometrilerinde, iki 

kompleks skalarla tamamenbelirlendigi gosterilmistir. Bu skalar a

l~n degiskenlerinin sagladlklarl kuplajslz, lineer klsmi diferansiyel 

denklemler bulunmustur; Bu denklemler Kerr fonunda degiskenlere 

aYlrma yontemiyle incelenmis ve bunlarln s = ±3/2 Teukolsky denklem

leri oldugu kanltlanmlstlr. Rarita-Schwinger alanlnln kara delik te

dirgenmeleri programlndaki dogal yeri boylece saptanmlstlr. s = ±3/2 

Teukolsky denkle~lerinin olay ufkunda vesonsuzda regUler, duragan 

cozUmleri yoktur. DolaYlslyla, sUpergravite alan denklemlerinin Kerr 

ailesine sUrekli bir bicimde baglanabilen, onlarl sUperyUkle genelle

yebilen, regUler, duragan, kesin cozUmleri de bulunamayacaktlr. 
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1. GiR is 

1. Kara Delikler ve Sac Yok Teoremleri 

Cok Y00un kUt1eli gnk cisimlerinin ve bunlarln dogurdugusiddetli 

gravitasyon alanlarlnln evrende bulunabilecegini isaret eden ilk callS

malar oldukca eskidir. 1931 'de Chandrasekhar(l) bevaz cUce kUtleleri 

icin gUnes kUtlesi civarlnda bir Ust Slnlr bulmus, bir Yll sonra da 

Landau(2) bu bulu$un basit bir aClklamaSlnl vermisti. Kiitleleri 

Chandrasekhar Slnlrlnl asan Ylldlzlarln ne olacagl sorusu da boylece 

gUndeme gir.misti'. Bu sorunun saSlrtlcl ilk yamtlnl 1939'da Oppenheimer 

ve Snyder(3) vermisti. Oppenheimer ve Snyder modelinde qravitasyonel 

cokme durdurulamlyor, Ylldlzln bUtUn kUtlesi bir noktada toplanlyor ve 

uzay;-zamanda bir singUler nokta ortaya Clklyordu. Cokmlls Ylldlzln dl

Slndaki aeometri ise Schwarzschild cozUmUvle(4) aClklanlyor; Schwarzschil~ 

olay ufkunun otesjnde Ylldlzln gozden kaybolacagl anla$lllyordu. Gra-

vitasyonel cokmenin tUmden kaClnllmazllgl, uzay-zamanda singUlaritelerin 

olusmasl gibi olgular 0 Ylllarda bir cok arastlrmaclya cekici gelmemisti. 

Garipsenen bu sonuclar eldekj modellerin ozel varsaYlmlarlna, simetrile-

rine baglanmlstl. tJrnegin Schwarzschild cozUmU ancak tam kUresel simet-

rik ~jr cokme olaYl icjn gecerljydi~ bu da do~a da gerceklenmeyebilirdi. 

Bu cozUmUn gerci jlginc baska bir ozelligi de vardl; tekligi kanltlana

biliyordu. Birkhoff(5) daha 1923'de her kUresel, simetrik boSluk cozUmU-

nUn statik olmasl gerektigini ve Schwarzschild cozUmUne donUstUriilebjle-

cegini gostermisti. YlldlZ kiitlesi kUresel sjmetrik dlS geometriyi bel1r 

leyen tek parametre olarak ortaya Clklyordu. KUresel simetriden sapma-
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lar acaba nelere yola~abilirdi? Bu onemli soru uzunca bir sUre ele 

allnamadl. Gravitasyonel'~okmeye duvulan ilqi, durqun bir di)nemin 

ardlndan, 1950'lerin sonunda yeniden canlandl. 1957'de Reqge ve 

Wheeler'in(6) Schwarzsehild ufkunun stabilitesini arastlrmalarl ean-

lanan ilgiye ilk ornek olarak verilebilir. Diijer bir oneil ~allsma da 

Lifshitz ve Khalatnikov(7) taraflndan 1963'de yaollm1S. kUresel simet-

rik durumda ka~lnllamlyan singUlaritenin daha genel durumlarda ne ola

cagl arastlrllmlstl. 1963 Ylllnda bUyUk bir atlllm da ger~eklestiril-

di; Kerr, boSluk Einstein denklemlerinin yen; bir slnlf kesin cozUmUnU 

elde etti(8). Bunlar iki parametreli, asimtotik dUz ve dura~an cozUm

lerdi. Ostelik bu cozUmler 'Schwarzsehild qeometrisini aClsal momentu-

mun varoldu~u durumlara genelliyordu. Boylece kUresel simetrik olmayan 

cokmeler sonunda olusabilecek geometrilere ilk ornek ele gecmisti. 

1965'de ~ok degerli baska bir sonuc elde edildi; Penrose ilk sin

gUlarite teoremini kanltladl(9). Penrose'un bu makalesl gravitasyonel 

~okme konusundaki onemli yeni gelismelerinde baslang1C noktasl olarak 

allnabilir. Bu callsmanln ardlndan Hawking ve Penrose'un kan1tladlkla

rl bir dizi teoremle- 0 gUne deoin yalnlz ozel modellerde karS1lasllan

singUlaritelerin Einstein kuramlnln genel bir ongorUsUoldu~u anlaslldl. 

Enerjinin art1 isareti taslmas1, nedenselliiiinin korunmasl <Jib; bir ta-

klm va~saYlmlar alt1nda sin(jUlaritelerinin olusmasl ka~lnllmazd1. Bu 

teoremler i~in gelistirilen zengin global teknikler gravitasyonel ~ok-

me sorununa da genel bir yaklaSlm bj~imj sa01ad1. Klst1r1lmls kapal1 

yUzey(lO) kavraml ortaya atlld1 ve olav ufuklar1nln global tan1ml va

plld1. KUresel simetriden sapmalar 61sa bile tUmden cOKmenin engelle-
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nemiyecegi gorUldU. Son evrim basamaklarlnda bUyUk Ylldlzlarln cev-

resinde klstullmlS kapall yllzeylerin olusmasl qerekiyordu. Bu da 

singUlaritelere yolaClyordu. DolaYlslyla, qravitasvonel cokme ancak 

iki sekilde son bulabilirdi. KarSllaSllabilecek birinci durumda, 

cokme sonucu dogrudan Clplak bir singUlarite olusuyordu. SingUlari

tenin bir olay ufkuyla KrtUlmedi~j bu durumda Cauchy ufuklarlyla(lO) 

karSllaSllmallydl. Bu ise Ylldlzln uzaolnda gelecegin fiziksel yasa-

larla onceden kestirilmesine olanak vermezdi. Bu nedenle C1Dlak sin-

gUlariteler fizikte onemli bir sorun yarattl ve "kozmik sansUr" 

hipoteziyl"e(ll)dlsarlanmaya callSlldl. Kozmik sansUr hjpotezinin is-

patl cozUlmemis temel bir"problem olarak halen genel relatjvitenin 

gUndemindedir. KarSllaSllabilecek diger durumda ise bir olay ufku 

ortaya Clklyor v~ bu ufuk, icerisinde parcaclklarln ve fotonlarln hap-

solundugu, singUlaritenin gHzden saklandlgl ~ir uzay-zamah balgesinj 

artUyordu. Boyle bir cnkme sonunda varl'9l ancak gravitasyonel etki-

lerle saptanabilecek, pratikte goriinmUyen, kara, g1ik cisimlerl ortaya 

Clkmal,ydl. Bu tUr uzay-zaman bolqelerine 1968'de Wheeler taraflndan 

"Kara delik" ismi vedldi, Gravitasyonel cokmenin mUmkUn bh - ve gele-

cegin onceden kestirilebilmesi varsaYlml altlnda t~k - sonucunun kara 

delikler oldu~u boylece kesinlesmisti. Bu yUzden kara deliklerin dlS 

geometrj1erini betimleyecek bUtUn cozUmlerln arastlrllmasl nnem kazandl. 

Bu amacla kara delik olay ufuklarlnln dinamjk ozellikleri irdelendi ve 

mUmkUn kara delik denge konumlarl incelendi. 

Olay ufuklarlnln varllgl denge konumlarl ~roblemini _sayle bicim-

lendirmistir: Olay ufkundan iceriye qiren madde ve enerji dlsandan goz-
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1enemeyeeektir. Bu neden1e cokme sUresinee sonsuza gravitasyone1 

da1ga1ar ya da baska seki11erde lSlnabi1eeek toplam enerjinin Sln1r-

11 bir bUyUk1Ukte 01maS1 gerekir. E1deki bu enerjinin ls]nmaS1 so-

nunda kara de1igin duragan bir denge konumuna erismesi bek1enir. 

Kerr ve Sehwarzsehi1d cozUmleri bu tUr denge konumlar1na bi1inen 

ornek1erdir. Kerr cozUmlerinin e1ektrik yUklU genellemeleri de 1965'de 

bulunmus(12~ elektromanyetik a1an1n de1ik geometrisine nas1l bir dam

ga vurabi1digi an1aS11mlstlr. Kerr-Newman cozUmlerinde dlS geometri-

yi belirleyen yalnlzee Uc parametre bu1unmaktad1r. Bun1ar kara de1igin 

kUt1 es i, aC.1 sa 1 momentumu ve e 1 ektri k yUkUdUr. Aeaba bu Uc pa rametre 

kara deligin her duragan denge konumunu tamamen belirleyebilir mi? Du

ragan bir genel kara delik cozUmUnde Ylldlzln mUltipol yapls1 serbest-

1ik dereeelerine bu denli basit bir bicimde mi yanslmalld1r? Ute yan

dan, coken bir Ylldlzda e1ektromanyetik a1anln yanlslra diger madde alan

larln1n da bu1unmasl dUsUnUlebilir. Cokme sonunda bu alanlar da dlS 

geo<metride bazl izler bHakaeaklar mldH? Baska bir deyisle, Kerr-

Newman ailesinden daha genel ya da bu aileden tUmden baglmSlZ duragan 

denge konumlarl var midlr? 

Geriye dondUgUmUzde bu jlqinc soru1arln iki dUzeyde ele allndlglnl 

gorUrUz. Wheeler taraflndan "kara deliklerin hic saCl yoktur" seklin-

de ozetlenen sonuclar birinei asama olarak nitelenebilir. Bu asamada, 

Yl1dlz1arln denge konumuna geC1S icin hareadlklarl zamanln astronomi 01-

ceklerine gore kUcUk oldu~u anlaSllmlS ve "sac yok teoremleri" diye ad-

landlrllan teoremler kanltlanmlstlr. Sac yok teoremleriyle Kerr-Newman 

cozUmlerine sUrekli bir bicimde baglanllabilen, yeni parametreleriyle 
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bu cozUmleri genelleyen C0zUmlerin bulunmad191 sartanmlstlr.(13) 

Bu teoremler Kerr ailesinden ba~lmslz baska cozUmlerin varllg1nl 01-

sarlomamaktadlr. lkinci dUzeydeki program ise bunun sa~lanmasl 

yani Kerr-Newman ailesinin tekliginin kanltlanmasldlr. Bu proqram

lar bugUn neredeyse tamamlanmlS durumdadlr.(14) Hawking(15) asim

totik dUzlUk, uzakta gelecegin kestirilebjlmesi, kaynakslz Einstein

Maxwell denklemlerininsajlanmasl gjbi varsaYlmlar altlnda ~enel 

duragan denge durumlarlnln ya statik ya da eksensel simetrik olacaql

nl gostermistir. Statik hal Israel(16) taraflndan kesln sonuca kavus-

turulmus~ 'bu duruma karSlllk gelen tek geometrinin Schwarzschild co

zU'mUyle (ya da onun yuklU genellemesiyle) verildigi kanltlanmlstlr. 

Eksensel simetrik halde ise once Carter(17) elektrJk yUksUz genel co

zUmlerin ikj parametreli, bjrbirlerjnden baglmslz, aileler olusturdugu

nu ispatlam1stlr, Daha sonra bu sonuc Robjnson(18) taraflndan elektrik 

yUkU de jceren bicimde genellestirilmis ve bu kez CGzUmler Uc paramet

reli ayrl aileler halinde slnlflandlrl1mlstlr. Carter ve Robinson'un 

bu sonuclarl birer sac yok teoremidir BoSluk durumunda, Kerr co-

zUmUnUn tekligi de 1975'de Robinson(19) taraflndan kanltlanmlS, yUk-.. 
sUz bir kara deli9in,duragan denge konumlarlnln kUtle ve aClsal momentum 

parametreleriyle tamamen belirlendigi anlaSllmlstlr. Kerr-Newman co-

zUmleri icin teklik kamtl henUz verilememisse de, eldekj sonuclardan, 

diger cozUmlerin - bulunsalar bjle - kararll olamayaca01n1 gormek mUm-

kUndUr. 
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2. Kara Deliklerin Lineer Tedirgenmeleri 

Elektrik yUkU bulunmayan, ekseni etraflnda donen, duragan denge 

konumundaki bir kara deligin dlSlnda tek mUmkUn geometrinin Kerr eo

zUmUyle verildigini belirtmistik. Boyle bjr kara deliain eevresindeki 

astrofiziksel sUreelerin incelenmesi iein uygun bir yol Kerr uzay-za

manlnln lineer tedirgenmelerine bakmaktlr. Uzay-zaman tedirgenmeleri

nin genel ve dikkatli tanlml yaOllabilmektedir (20). Bu eereeve iein-

de karSlmlza elkan iki temel kavram fon geometrjsi ve test alanl kav

ramlarldlr. Fon geometrisi tedirqemeden onceki uzay-zaman geometrisi

dir ve Einstein denklemlerinjn bjr kesin eozUmUdUr. Test alanlarl ise 

bu fonda hareket eden, ilk yaklastlrma dUzeyinde geometriyi etkilemeye

cek denli kUeUk, madde alanlarldlr. Bjlinen bUtUn alanlarln enerji-momen

tum tensorlerine ikinci mertebede girmesi nedenlyle bu yaklastlrma 

tutarlldlr. Do1aYlsly1a, veri1en fon geometrisinde test a1anlarlnln 

sag1adlgl denklemlere baklllr. Gravitasyon alanlnda ortaya elkan tedir

gemeler ise Weyl tensorUy1e karakterize edilir; bu tensorUn sag1adlgl 

ozdeslik1er fon geometrisi civarlnda 1ineer1estjriljp incelenjr~ Weyl 

tensorUnUn tedirgenmelerinin metrik tensorUnUn tedirgenmelerjni de sap

tayacagl gosterilmistir. (21) 

Biz bu callsmada ya1nlz yUksUz kara delik1er Uzerinde duracaglz ve 

Kerr uzay-zamanlnl fon geometrisi olarak ele alacaglz. Kerr eozUmlerj 

iein yay elemanl Boyer-Lindquist(22) (t,r,e,¢) koor.dinatlarlnda ve Ek 1 I 

deki anlasmalara gore 
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ds 2 = (1 -2Mr/z}dt2 + (4Marsin2(e)/z)dtd¢ - (Z/6)dr2 

-zde2 - sin2(e)(r2+a 2 +2Ma 2rsin2(e)/z)d¢2 
( 1. 1 ) 

biciminde yazllabilir. Burada M kara deligin kUtlesi, aM kara deli-

gin .aClsal momentumudur ve klsaltma olarak 6 = r2 - 2Mr + a2, 

Z = r2 + a2cos 2e ·kullanllmlstlr. Bu c~zUmlerin a2 < M2 kosulunu sag-

ladlgl kabul edilecektir. Deligin dlSlndaki b~lge 6 > 0 esitsizligi 

ile ve olay ufkunun yeri de 6 = 0 denkleminin bUyUk kokUyle belirlen-

mektedir. Kerr cozUmlerinin iki Killing vekt~rU kabul ettigi yukarl-

da kullanllan koordinat sisteminde aClktlr. Kerr c~zUmlerinin daha 

temel bir simetrisi de vardH. Penrose ve Walker(23) bu uzay-zaman
?-

lann bir Killingl\spinorU kabul ettigini ve bu njceli~in yen; bir hare-

ket sabiti tanlmladlglnl gostermislerdir. Bu nedenle Kerr fonun-

da jeodezik ve kUtlesi skalar alan denklemleri degjskenlere aylrma 

yontemi ile cozUlebilmektedir(24). Bu ~zellikler diger tedirgemelerce 

de paylaSllmakta, tedirgemelere hUkmeden denklemler kuplajslz adi di

feransiyel denklemler bicimine sokulabilmektedir(25). Kerr uzay-zama

mmn tedirgemeleriTeukolsky(26)Chandrasekhar(27) ve baska bir cok 

arastlrmacl taraflndan incelenmistir. Daha ~nce de Schwarzschild kara 

del iklerin tedirgenmel~ri Doroshkevitch al. (28), Vishveshwara(29), 

Price(30) ve digerleri taraflndan cozUmlenmisti. 

Test alanlarlnln spinlerini s ile gosterirsek, kUtlesiz skalar 

(s = 0), notrino (s=± l ), elektromanyetik (s=±l) ve gravitasyonel 
2 

tedirgeme (s=±2)alanlarlnln Kerr fonunda multjpol aClllmlarl yapl-

labilmektedir. Mu~tipoller·l simgesiyle slnlflandlrllsln; monopoller 

icin l = 0, dipol alanlarl icin l = 1, vs. olsun. Dinamik tedirgeme-
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analizlerinden su temel sonuca ulaSllmlstlr: Gravitasyonel cokme 

sUrecinde, yukarlda saYllan test alanlarlnln ancak I < lsi multi-

polleri korunabilmektedir. nrne~in, elektromanyetik alanyalnlz 

monopol parcaSlnl (elektrik yilkll), qravitasvonel alan ise hem mono-

pol (kUtleyi) hem de dinol (aClsal momentumu) parcaSlnl saklayabil-. 

mektedir. Di~er bUtUn mUltinoller ya olay ufkundan iceriye ya da 

sonsuza .1Slnmakta ve kara delik geometrisinde bir iz blrakmamakta-

dlr. Bu ozellik "gravitasyonel cokme sUrecinde lSlnabilecek her 

sey lSlnacaktlr"seklinde ozetlenebiljr(3l). ISlnabilen multipol-

lere karSlllk gelen degiskenlerin ilqinc baZl ozellikleri de goz

lenmistir. Bu degiskenler korunan multioollerj iceren degiskenler

den ayrl bir bicimde ortaya Clkmaktadlr. Teukolsky(26), Newman ve 

Penrose formalizmini(32) kU.llanarak lSlnabjlen tadirgemelere hUk-

meden denklemlerin ortak bir bicimde yazllabilecefjini 0ostermistir.' 

ISlnabilen ve spini solan (s = 0, ± L ±l, ±2) alanl ¢ ile qosterir 

ve bu alanln Killing koordinatlarlna baolmllll91nl, 

( 1. 2) 

seklinde allrsak kt a artl isaretli bir sabit, mise dioer bir sabitti0 

radya 1 denkl eml er 

6-S d (6l+s ~ ) + (K2+2is(r-~1)K - 4isar - \)R 0 ( 1. 3) 
dr dr 6 

biciminde yazllabilmektedir. AClsal de~jskenler ise 
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(1. 4) 

denklemlerini saglamaktadlr. Burada K (r2 + a2)0 + am seklinde 

bir klsaltmadlr ve aylrma sabiti A = E + a2
0
2 

+ 2amo - s(s + 1) ba-

glntlslyla verilmektedir. 

Lineer tedirgeme yaklaSlml sa~ yok teoremlerinin kanltlanmasl 

i~inde yeterli ve elverisli bir ~er~eve olusturmaktadlr. Burada sac 

yok teore~lerinin Einstein denklemlerjnin lineer olmlyan kesin c~zUm-

leri icin ge~erli oldugu anlmsanabilir. Lineer olmayan bu problemin 

lineer tedirgeme yaklaSlmlyla ~~zUmlenebilmesi gen~l bir g~zleme da

yanmaktadlr(33). Lineer olmayan bir denklem sistemi dUsUniirsek, bu 

denklemlerin her kesin ~ozUmUnden lineerlestirilmis bir ~0zUm imal 

edebiliriz. Ute yandan denklemlerin kendilerini li~eerlestirip. 

bunlardan elde edilecek lineer ~(izl1mlere bakabiliriz. Her hneer co-

zUmUn lineerlestirilmis bir kesin ~ozUme karSlllk aelmesi beklenemez-

se de bu ~ozUm Slnlfl lineerlestirilmis ~~zUmleri de i~ermektedir. Bu 

nedenle aranan tiote lineer ~ozl1mlerin bulunmadl~lnl gostermek ltneer 

olmayan teoride de aym tioten ~ozUmlerin yoklugunu kamtlamak i~in 

kullanl1abilir. Bu gozlemden yola ~lkarsak, (I.3)'den lSlnabilen modla

rln yeni saclara yola~mayacagl hemen gosterilebilmektedir .. Radyal 

Teukolsky denklemleri diye bilinen bu denklemlerin duragan (0 =0) ~~-

zUmlerine bakll,rsa L bu tUr ~ozUmlerin ya olay ufkunda ya da sonsuzda 

patladlijl g~rUlecektir. DolaYlslyla. madde kuplajll Einstein denklem-

o 
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lerinin de bu modlarln karSlllk gelen dura5an, regUler kesin ~ozUm

leri bulunmayacaktlr. nrne~in s = ±l ~zellemesiyle, Einstein-Maxwell 

denklemlerinin elektrik dipolu ol~Ulebilecek kara delikleri a~lklayan 

regUler kesin ~~zUmlerinin bulunmadl~l sonucuna varllabilir. Halbuki, 

burada dogrudan ilgilenmedi0imiz, monopol test alanlna bakllmlS 01-

saydl lineerletirilmis Kerr-Newman ~~zUmU elde edilebilirdi. 

3. SUpersimetri ve SUrerqravite 

Kerr geometrisinde ele ald101mlz slflr durgun kUtleli alanlarl 

keyfi spinli bir test alanlnln ~zel durumlarl olarak dUsUnmek mUmkUn-

dUro Keyfi bir fonda, slflr durqun kUtleli ve kevfi s spinli (s > 0) 

bir test alanlnln 2s indisli, tamamen simetrik bir <P AB .. )1 2-spinorUy

le tems;l edilebileceg; bilinmektedir(34). /\lan qenklemlerinin 

Minkowski uzaYlnda bilinen bi~imleri de minimal kuplaj tartlsmaslyla 

basit~e genellestirilebilmektedir, Nitekim Schwarzschild fonunda, 

tam sayl spinli haller i~in, bu denklemler Price(30) taraflndan ince-

lenmisti. B~yle bir alanln 2s+1 ba~~mslz, kompleks bileseninin sa~la

dl~l denklemler Newman ve Penrose (NP) formaljzmiyle vazllmlS ve dura-

gan ~ozUmler hakklnda gene aVnl sonuca vanlmlstl: bu tiJr c~zUmler 

sonsuzda ve olay ufkunda, iki slnlrda birden, sonlu denerlere sahip 

olamlyordu. Ne var ki yUksek spinli (s102, s>1) alan denklemlednin 

bir taklm tutarslzllklarl da eskjden beri bilinmekteydi(35). Alan 

denklemleri minimal kuplaj yoluyla basit~e genellestirilince alanlarln 

saglamalarl gereken ek kosullar ortaya ~lklyord~. Bu kosullar yUzUnden 

ilk deger problemi l~lk-gibi yUzeylerde tutarll ~ir bjcimde ortaya ko-

nulamlyordu. Ostelik ~~zUmlerin bulunabilecegi fon geometrileri Uze-
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rinde de klsltlamalarla karSllaSlllyordu. Slralamada en 0nde gelen 

Rarita-Schwinger alamnda (s=3/2) bu sorunlann tUmUnU gozlemek mUm-

k·· d" (36) un ur . 

Rartta-Schwin0er alanlnln gravitasyonla tutarll kuplajl 1976 

Ylllnda sUpergravite kuramlnln ortaya atllmaslyla basarllmlstlr(37)(38). 

Ostelik elde edilen sonucun cok daha genel bir planda onemli oldu~u 

gorUlmUstUr. SUpergravite Einstein kuramlmn basit sUoersimetrik 

genellemesidir. SUpersimetri(39) bir derecelendirilmis Lie cebirine 

dayana~yerel kuvantum alanlarlnln sUrekli simetrisidir. SUnerqravite 

kuramlnl ve dayandl~l sUpersimetri kavramlnl cekici kllan bazl ~zellik-

leri sayle slrayabiliriz: 

1. SLipersimetri degisik spinli kuvantal alanlan birbirlerine do-

nUstUrebilen~ kuvantum alan teorisiyle tutarll tek simetri olarak bi-

linmektedir. Bu ozellik sayesinde "yol-yok teoremleri" diye amlan 

engeller aSllarak uzay-zaman ve i(. simetrilerjn birlestirilmis bir 

sekilde ele allnabilmesi mUmkUn olmustur. SUDerrjr'avite SUpersimetr i -

nin yerel alan teorisidir. Yerel sUnersimetri gravitasyonun ithalini 

gerektirmekte; graviton (s=2) ve gravitino (s=3/2) alanlarl birbirleri-

ni karSllayan iki ayar alanl biciminde ortaya Clkmaktadlr." Ayar teo

risi yaplsl gravitasyonun diqer etkilesmelerle birlestirilmesi yolunda 

'u'm,' t .. d' (40) venCl lr . 

2. SUpergravite Einstein teorisini icermektedir. Hamilton yakla

Slmlnda ortaya Clkan baqlarln cebirine dayanllarak sUDergravitenin 

Einstein kuramlnln kare ktikU seklinde yorumu yapllabil~ektedir(41). Bu 

anlamda iki teorinin araslndaki iliSki Dirac alanlyla Klein-Gordon 

alam araswdakjne benzemektedir. 
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3. SUoergravite teorisinin kuvantal ozellikleri Einstein teori-

sindekilerden daha iyidir. Gravitasyon alanlnln kuvanta1astlrl1ma-

slnda onemli sorunlarla karSllaSllmaktadlr. KuvantalastlrllmlS genel re

lativitede sonsuzluk1ar ortaya Clkmakta, teori renormalize edilememek-

tedir. SUpersimetri invaryansl araclll~lvla sUoergravite kuraml bu 

sonsuzluklarln bir klsmlndan kurtulmaktadlr. ryrne9in, qenel relativi

tenin tersine, sUoergravite iki halka dUzeyinde renormalize edilebil-

mektedir. Oc halka dUzeyinden ise bu teoride de simetrinin dlsar1a

yamadlgl sonsuzluklarln bulunmasl mUmkUndUr(42). 

4. Amac 

Bizim bu callsmada irdelemeye callsacaglmlz soru sUpergravite ku-

ramlnln kara delik problemine neler qetirebilecegjdir. Klasik gene1 

relativite cercevesindeki onemlj kara delik problemlerinin cogu tUm-

den cozUmlen mis durumdadlr. BugUn artlk gokyUzUnde bir cok kara 
"-../ 

delik adaYl bulunmakta ve sorunlar, icersinde gozlemin de onemli bir 

rol oynadlgl, kara delik astrofiziginde ele allnmaktadlr(43). Ote 

yandan, kara delikler icin Hawking etkjsinjn(44) bulunmaslyla kuvantalas-

tlrma yolunda onemli ipuclarl da ele gecmistir. Icerdiqi ilginc 

yeni simetriyle sUpergravite kuraml da gravitasyonun kuvantalastlrll

maSl yolunda cekici baska bir atlllmdlr. Kara delikler bu teoride de 

ongorUlmektedir. Genel relativitede tek kara delik cozUmU olarak kar

SlmlzaClkan Kerr cozUmU sUpergravit~ alan denklemlerini de sa~lamakta

dlr. Acaba ~Uoergravite alan denklemlerinin, "sUpersimetrik kara delik-

ler~ diye adlandlracaalmlz, daha nenel kara delikleri aC1k1ayan, 

yarl-klasik CozUmleri var mldlr? SUoergravitede, sUpersimetri invar-
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yanslnln dogurdugu, yeni bir korunan nicelik ortaya ~lkmaktadlr(45). 

SUperyUk diye anllan bu nicelik de kUtle ve aClsal momentum gibi, 

sonsuzda bir yUzey integrali araclllyla tanlmlanabilmektedir. SUper

yUk acaba yeni bir kara delik parametresi olarak karSlmlza Clka-

cak mldlr? ilgilenecegimiz soruyu bu bicimde daha ozelleyebiliriz. 

Boylece bicimlenen programln ilk asamaSlnl kuskusuz gene sac yok 

teoremleri dUzeyindeki sonuclar olusturmalldlr. DolaYlslyla, ilk ele 

allnmasl gereken problemi sayle saptayabiliriz: Kerr cozUmlerine 

sUrekli bir bicimde baglanan, onlarl sUperyUkle genelleven, sUpersimet-

rik kara delik cozilmleri var mldlr? Ortaya koyacaqlmlz sonuc bu soru

nun olumsuz yanltl olacaktlr. Kara deliklerin hic sUpersaCl yoktur(46). 

Yukarlda aClklad101mlz problem ilk kez Cordero ve Teitelboim(47) 

taraflndan ele allnmlstl. Bu yazarlar, bulduklarl ozel bir statik 

tedirqeme orneginden yola Clkarak sac yok tahminini ortaya atmlslardl. 

Bu tahmini destekleyen genis bjr statik tedirgeme Slnlfl da Urrjtia(48) 

taraflndan verilmisti. Sunaca01mlz tartlsmada bu tahminin daha genel~ 

de bile dogru oldu~u gosterilecek ve donen, elektrik vUksUz, sU~ersi

metrik kara delikler icin sac yok teorem~ kanltlanacaktlr. BolUm II'de 

sUpergravite alan denklemleri ele allnacak ve bu denklemler Rarita

Schwinger alanlnda lineerlestirilecektir. Bu yaklastlrmayla s=3/2 

alanlnln. Einstein boSluk denklemlerini saqlavan bir fonda, test alanl 

olarak tutarll b)r bicimde yorumlanabildigi gOrUlecektir. Newman

Penrose-Debever(49) ve Geroch-Held-Penrose(50) (GHP) formalizmleri kUl-

1anllarak test alanlnln saglad101 denklemler cok kullanlsll yeni bicim

lere sokulacaktlr. BolUm III'de sa~ yok teoreminin kanltl verjlecektfr. 

Bu amac1a once Rarita-Schwinger denklemlerinin sUpersimetri donUsUmle-
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riy1e slflra indirgenebilen cozUm1eri aYlk1anacaktlr. Slflra donUs

tUrU1emeyen sUperyUklere yolacan bUtUn s=3/2 alanlarlnln iki komp

leks skalarla Kerr fonunda tamamen belirlendi~i santanacaktlr. Bu 

skalar alan de9iskenlerinin sagladlgl kuplajslz diferansiye1 denk

lemler sunulacaktlr. Bu denklemler degiskenlere aylrma yontemiyle 

incelenecek ve bunlarln s= ±3/2 Teukolsky denklem1eri oldu~u goste

rilecektir. Rarita-Schwinger alanlnln kara delik tedirgenmeleri 

programlndaki dosal yeri boylece saptanmls olacaktlr. Rarita

Schwinger denklemlerinin, slflra donUstUrUlemeyen sUoeryUklU, olay 

ufkunda ve sonsuzda re9Uler, duragan cozUmleri bulunmamaktadlr. Dola

Ylslyla sUperyUk de yeni bir kara delik saClna yolacmamaktadlr. 

CallSmamlz sonuclarln tartlSllmasl ve Ek'lerle son bulacaktlr. 
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II. RARITA-SCHWINGER ALANININ TEDtRGEME YORUMU 

1. SUpergravite Alan Denklemleri 

SUpergravite kuramlnda gravitasyon alanl ortonormal tetrad 

araclllglyla, Rarita-Schwinger alanl ise bir '¥ )J vektor-

spinorUyle betimlenir. Uzay-zaman ve tanjant uzayl metriklerini, 

51 ras 1 yl a, g)JV ve lab ile gosterirsek, ortonorma 1 tetrad 

a b 
nab e e = g)Jv )J v (11.1) 

g)Jv ea b ab e = n )J v 

denklemleriyle tanlmlanlr. Rarita-Schwinqer alanlnln Majorana kosu-

lunu: 

'¥ )J 
C ~T (11.2) 

)J 

saglad191 ve spinor bilesenlerinin carDlm altlnda komutatif olmadlgl 

varsaYlllr. C yUk eslenikli~i matrisidir. Uzay-zaman Uzerinde 

tanlmlanmlS bulunan baglantlnln metrik ve burulmall oldu5u da kabul 

edilir. 

SUpergravite alan denklemleri bir varyasyonel ilkeden elde edilir. 

Kuramln Lagrange yogunluqu 

..f = _1_ e R _ _i_ E:)J v P A \1' ,,~ 'Y 0 \If ( II . 3 ) 
~ 2 ')J 2 v p'A 

4K 2 

biciminde yazllabilir(38). Burada K aravitasyonel kuplaj sabiti, 

ve R e§rilik skalarldlr, Dirac matrisleri y'larla. 
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lJVPA 1230 
tUmden antisimetrik sembol E ile gosteri1mis, E allnmlS-

tHo Rarita-Sch\'/inger a1ammn Dp1'A tUrevi ise 

1 ab D l' = d l' + - wall', PAp A 2 pab A 
(11.4) 

(11.5) 
4 

seklinde tammlanmlstH. &lglantl katsa,Vllan wpab ile simgelenmis

tiro Bu Lagrange yo0unluauvla kurulan eylem integrali 

(11.6) 

genel relativideki Palatini yHntemjnjn bjr benzeriyle ele allnlr; 

.tetradjbaglantl katsaYl1arl ve s = 3/2 alanl bagl~slz deoiskenler 

olarak yorumlanlr. Eylemin tetrada qore varyasyonundan Einstein denk-

lemlerinin simetrik olmavan bir genellemesi 

(11.7) 

elde edilir. Bu islemde egrilik skalarlnln 

d w b + W C W b - (lJ~v) 
1J va lJa vC 

( 11.8) 

R = bv R 
l1a e )Jvab R (11.9) 

denklem1eri araclllClw1a tamm1andlgl gozetil ir. Ey1emin baglantl katsa

Yllarlna g~re varyasyonundan da buru1ma tensorUnU s = 3/2 a1anlna ba~-

layan 

(11.10) 



ifadeleri elde edilir. Burulma tensorii 

(11.11) 

seklinde tanlmlanmlstlr. Varyasyonun bu sekilde cebirsel bir denk-

leme yolacmaSlnln nedeni baglantlnln metrik OlmaSldlr. Eylemdeki 

son baglmslz de~isken ~ 'ye g~re varyasyonla ise Rarita-Schwinger 
)J 

alan denklemleri 

A 1 
E \-lVP (y y D ~ - _ y Y c:.a ~ ) '" 0 

5 )J v P 2 5 a '\-lV P (11.12) 

bulunur. Bu denklemlerdeki son terim ~nemsizdir; bir Fierz d~nUsli-

mUyle slflra esit oldugu g~sterilebilir. 

-17-

SUpergravite kuramlnln eylemi Uc cesit donUsUm altlnda invaryant-

tlr. Lagrange yogun]u~Una DP~A tUrevinin yalnlzca antisimetrjk 

parcas1 girmektedir. Bu q~zlenince eylemin 0enel koordinat donUsUm-

leri altlndaki i,nvaryansl aClktlr. Serbest tanjant uza~1l indisi bu-

lunmadlglna dikkat edilince)eylemin tetrad d0nmeleri (verel Lorentz 

donUSUmleri) altlnda da degismez oldu0u Q~sterilebilir. ~te yan-

dan infinitesimal sekilleri 

6e a 
\-l 

ab 
ab (} E) 

1 C 1 C 
OW '" B - - e B + - e Bcb • \-lab \-lab 2 bp ca 2 a\-l 

B aT '" -iK ('E; D ~ )E
OTVP 

a e '\Ya'vp 

(11.13) 

(11.14) 

(11.15) 

(11.16) 

denklemleriyle verilen siipersimetrj d~nUsUmlerinjn Lagrange yo~unlu~u 
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Uzerindeki etkisi bir tam diverjans sek1ine soku1abi1ir. (Bu denk1em-

1erdeki s = s(x) , bi1esen1eri carOlm a1tlnda komutatif olmayan, bir 

infinitesimal Majorana spinorUnU simoelemektedir.) Do1aYlsly1a, kura

mln ey1emi sUpersimetri donUsilmleri altlnda da invarvanttlr. Oste-

1ik bu invaryansln, sozU edi1en diger iki invaryansa gore, daha teme1 

bir ro1 oynadlgl komutator1erin cebirinden gorU1ebi1mektedir. Orne

gin, tetrad Uzerinde ardarda uygu1anan iki sUpersimetri donUsUmUnUn 

komutatorU bir gene1 koordinat donUsUmU ve tetrad donmesinin top1aml 

biciminde yorum1anabi1ir(51). 

Bu noktada sUpergravite kuramlnda ortaya Clkan iki yeni1iqe dik-

kat cekebi1iri? Bun1ardan birincisi s = 3/2 a1anlnln gravitasyon1a 

kur1ajlnln tutar1l bir bicimde yaol1abi1mesidir. Gene1 re1ativite cer

cevesinde gozlenen tutarslz11k1arl yaratan ek kosu11a~ ku11anl1an 

s = 3/2 alan denk1em1erinin ko~aryant rotasyonu a11nlnca ortaya clk

maktaydl(36). SUoergravite de ise aynl islem tam bir ozdeslik1e so

nuc1anlr. Bu amac1a D~ operatHrU (11.12) Uzerindeuygulanlr,(II.8) ve 

dongUse1 ozdeslik 

o (11.17) 

kullamlu, daha sonra da Fierz dlizenlemeleri yarnllrsa hic bir ek 

kosu1un ortaya Clkmadl~l gorU1ebilir. Yerel sUpersimetri invaryansl 

bu tutar1lll<jl gerektirmektedir. Siinergravitenin ~etirdj(lj diger bjr 

yenilik ise global sUpersimetri jnvaryanslndan kaynaklanlr. Kuramda 

sUperyUk dive adlandlrl1a~korunan yeni bir·soinor n~celioi bulunmak

tadlr. Bu spjno~ yUkU asimntotik dUz uzay-zamanlarda 



s = ~ idS. [y i ,yj}¥ . 
2 :r 1 J 

(i,j = 1,2,3) (11,18) 

biciminde, sonsuzda hesap1anan bir yUzey inteqra1i aracl11g1y1a ifa-

de edilebilmektedir. Bu ifadenin bulundu~u Hamilton yaklaSlmlnda 

kUtle ve aClsal momentum nicelikleri de benzer bicimlerde tanlm1an

makta ve bu Uc yUzey integrali, uz~ysal sonsuzda, dilz uzay-zaman 

sUpersimetri cebirine gore davranmaktadlr(45) . 

2. Tedir0eme Denklemleri ve Bunlarln Yeni Bicim1eri 

SUpergravite alan denklemlerjnden (11.10) aracll161yla s = 3/2 

burulma tensorUnUn ithalini gerektirdigini gormUstUk. Burulmaslz 

bag1antl katsaYl1arlnl w~ab(S = 0) seklinde yazar, burkulma (contor

tion) tensorUnU 

ve 

K 
~vp 

w = 
~ab 

-S, + S S 
~vp vpp ppv 

'¥ = 0 
jJ 

(11.19) 

( 1 I. 20) 

halinde tekrar simetrik baglantlya 

ve boSluk Einstein denklemlerine donUldUqU daha aClk bir bicimde or-
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taya Clkar. Bu ozelligi saptadlktan sonra, slflrdan farkll s = 3/2 

alanlarlnln nelere yolacabileceginj incelemek Uzere ilk adlm olarak, 

alan denklemlerini '¥ alanlna gore lineerlestirebiliriz. Bu amacla 
~ 

Rarita-Schwinger alanlnda ikinci ya da daha yUksek mertebeden terimle-

ri alan denklemlerinde ihmal edelim. Rarita-Schwjnger alanl burulma 

tensorUne ikinci mertebede gimektedir. DolaY1Sl)/la, lineer yaklastlr-



rna dUzeyinde buru1ma tUmden ihma1 edi lir v'e bu yUzden (11.7) gene 

bosluk Einstein denk1em1erine iner: 

R O. 
J-l\! (11.21) 

Bu kez e1imizde bir de (11.12)den elde edilen 

Rarita-Schwinger denklemi kalmlstlr. ~u llneer denklemlerdeki Dp~~ 

tUrevi artlk simetrik bag1antlya goredir. ~te yandan, infinitesimal 

sUpersimetri donUsUmlerini e1e allrsak, once (11.13) ve (11.15) den 

elde edi len 

(11.23) 

denk1emleriyle yere1 sUpersimetri donilsUmlerinin bu yaklastlrma dU-

zeyinde geometriyi etkilemedi~ini gorUrUz. Rarita-Schwinger alanl 

ise gene 

1 
6~ = - D E (11. 24) 

J-l K J-l 
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kurallna gore donU~mektedir. DolaYlslyla sUoergravite, lineer s = 3/2 

alanl yaklastlrmaslnda, boSluk Einstein denk1emlerini sa6layan bir fon 

ve bu geometride hareket eden bir s = 3/2 test alanl biciminde kar-

Slmlza Clkar. 

Elde edilen bu sonuc tabii akla hemen tutarllllk sorusunu geti

recektlr. Ote yahdan lII.24) aracl1l~lyla bir sUpersimetri donUsU-



-21-

mUyle bazl S = 3/2 alanlarlnln slflra indirgenebilece~ini gbrUyoruz. 

Bu isleml diger yonde, bosluktan bir slnlf s = 3/2 alanlnln tUreti

lebilmesi seklinde de dUsUnebiliriz. Ayar dCinilsUmleriyle yaratl"an 

bu tUr Rar;ta-Schwinger alanlarlnln fiziksel bir onemi bulunmayacagl 

aClktlr. DolaYlslyla, tutarllllk sorusunun yanl Slra sUrersimetri 

donUsUmlerinin dogurduau blr aYlklama sorunuyla da karSl karSlyaYlz. 

Biz bu sorunlarl Newman-Penrose-Debever formalizmi diye adlandl-

rabilecegimiz bir Cerceve icerisinde ele alacaglz. Bu cerceve iceri-

sinde s = 3/2 spinor l-formuyla betimleyecek ve 

once Rarita-Schwinger denklemlerinin dlS dlferansiyel formlarla yazll-

mlS yeni bicimlerini bulacaglz. Dirac matrisleri l-formunu : 

y = y~dX~ , baglantl l-formlarlnl:wab = w~abdx~ kurar, dlS tUrev; d, 

dlS carplml Aile gosterir ve 

DIjI d llf +', 1 ab 
T -- W bO ... IjI, 

2 a 
( 11. 25 ) 

klsaltmaslnl tanlmlarsak Rarita-Schwinger denklemlerini kolayca 

y YADIjI = 0, 
5' 

(l 1. 26) 

sekl inde yazabil iriz. Simdi -uzay-zamamn her noktaslna,ortonormal tet

rad yerine, lSlk gibi bir tetrad dikelim. Bu tetradl belirleyen ayak-

lar (l , n , m , in ) 
~ ~ ~ 11 

Vektorlerivle oosterilsin; i ve n reel, m 
oJ • ]J)J ]J 

;se komoleks, lSlk-gibi vektorler olsun. Tetrad vektorleri ve skalar-

larl Uzerine konan cizgi1er komrleks eslenikli~i simgeleyecektir. Baz 

vektorlerinin birbiriyle iC carplmlarlndan ise yalnlz 



(11.27) 

halleri slflrdan farkll olsun. Tetrad baz l-formlarlnl (l.n.m.m) 

ile gosterirsek. Ek 1 'deki anlasmalara uyan Dirac matrisleri l-for-

munu 

0 
n -m 

-m l 
y /2 (I L 28) 

l m 

0 
m n 

biciminde buluruz. Dirac matrisleri bu noktadan sonra tartlsmamlzda 

hiC one Clkmayacak ve y simqesj baska niceljkler icin kullanllacak-

tlr. Rarita-Schwinger alanlnln Majorana olmaslnl; (11.2) kosulunu 

ise. bilesenleri 

F} 

1jI F2 ( II. 29) 
F2 

-F 
1 

biciminde iki komoleks l-formla belirleyerek saqlarlz. D1S formlar 

Uzerine konan cizqiler de kompleks eslenjklj~j sjmgeleyecektir. Son 

olarak baglantl terimi waboab yi ele alallm. Uzay-zaman Uzerinde 

tanlmlanmlS simetrik. metrik baglantl s£(2,C) Lie cebirinde de0erler 

k b " (52)(53) B b -I t 1 f alan bir baglantl l-formuyla aCl lana lilr. u a9 an 1 - or-
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munu 

-dt (Y + Yo) " t + 'Y _ ..... iii + Y1",m 0 
1 

dn -ty 0 + YO ) A n + )2 A. m + Y 2" m ( I 1. 30) 

dm (Yo-Yo)" m + Y2 ..... t + Y1 A n 

dlii = - ( Yo - yo) A m + Y 2 f\ t + Y 1 /'\ n 

denklemlerince tanlmlanan YO' y 
1 ' 

y l-formlarlvla kurabi liriz. 
2 ' 

Uzay-zaman ba~lantlslnl bu bicimde betimleyince elimize 

Y" <-

0 
Y1 -yo 

ab 2 (I1.31) wab(J - -Y1 -yo 
0 --Y Y 

2 0 

Hadesi ge<;:er. Artlk bu bilgileri (II.26) ya yerlestirerek s=3/2 

alan denklemlerinin yeni bicimlerini bulabiliriz. Bu ama<;:la da klsalt-

rna olarak 

(II.32) 

(11.33) 

kompleks 2-formlarlnl tanlmlarsak. Rarita-Schwin~er denklemlerinin 

bi <;: imi nde yazll abil eceiii ni qoriirUz. 

(I I, 34) . 

( I I. 35 ) 



-24-

Tutarl1l1k sorununu c~zUmlemek icin Rarita-Schwinger denklemle

rinin d1S tUrevlerini alarak ek kOSUllarln ortaya Clkmayacaq1n1 gos

terme1iyiz. Bu is1eme girismeden ~nce uzay-zaman e0rilik 2-formlarl 

Uzeri nde dura 11m. Uzay-zaman eCiri Ii 0i ni 

(1I.36) 

denklem1eriy1e tan1m1anan Uc komn1eks 2-for~la ternsi1 edelirn. TartlS-

man1n bundan sonraki bolUmlerinde bos1uk Elnstein denklemlerinln saq-

lad1glnl da varsayallffi. Hodge dual oDeratorUnU * ile gosterirsek, 

boSluk kabu1u a1tlnda egri1ik 2-formlarl 

* 8 = - i 8 
k k 

0,1,2), (1I.37) 

ozelligine sahi~tir ve 

8 -'I'2(fA n - m A iii) +"'1'3 fA m - '1'1 n " m 
0 

8 1 'l'lUA n - m 1\ iii) - 'I' fA m + 'I' n 1\ m 
2 0 

(I!. 38) 

8 2 -'I' (f/\ n - rnA iii) + '1'4 fA m - '1'2 n A m 
3 

bicirninde Weyl tensrrUnUn komn1eks tetrad bilesenleri (bkz. Ek 2) ve 

baz 2-form1an cinsinden yazllabilir.(53) Simdi tekrar Rarita-Schwinger 

denklemlerine donersek; (I1.34) ve (II.35) in d,S tUrevlerini allD, ve 

bu islem slraslnda (11.30) ve (I1.36) da verilen bilgl1eri kullanarak 
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[t A 8 + m "" 81] ;.. Fl + [t '" 8 mr. 8 ] 1\ 1= = 0 0 2 '2 0 (11.39) 

[n r. 8 +mI\8] '" F 1 + [m 1\ 8
2 

- nA8]""" 1= 0 1 0 0 '2 

denklemlerini buluruz. Bu denklemlerde qorUnen koseli ayra~lar i~inde

ki terimlere egri lik L-formlanmn (1I.38) de verilen a~lk bi~imlerini 

yerlestirince de bunlarln slflra ozdes oldununu saptarlz. DolaYlslyla. 

kullandl~lmlz s = 3/2 alan denklemleri hie Direk kosula yola~mamaktadlr 

ve tutarlldu. 

Tanlmladlqlmlz niceliklerle yerel sUnersimetri dnnUsUmlerinin yeni 

bi~imlerini de kOlayllkla bulabiljriz. Kuplaj sabitini E'un yeniden 

tanlml i~inde yok ettikten sonra. sUoerslmetri donUsUmlerinin dlS form-

lar cinsinden 

seklinde yazllabilecegi a~lktlr. Majorana spinorU E'un infinitesimal 

bilesenlerini 

E} 

E2 01.41 ) E = 

E2 

_E, 
1 

diye gosterirsek. sUpersimetri donUsUmleri altlnda FI ve F2'nin davranlS~ 

I an 

Fl 7 Fi + dEl + YOEl + Y2E2 

F2 7 F2 + dE -'YOE~ + rlCI 
2 L 

(11.42) 

\}N\\It.~S\\tS\ IZmllP\-\f\Ne;~ I I .43) 
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Kullandlglmlz bu denklemler GHP formalizmi(50) araclllqlyla daha 

da saydam bi~imlere sokulabilmektedir. Bu ama~la uzay-zamanda geo

metrik olarak belirlenmis iki, reel, lSlk-gibi y~nUn bulundu~unu ve 

tetradln l ve n ayaklarlnln bu yonlerde se~ildigini kabul edelim. Bu 

iki lSlk-gibi yonUn jnva~yant kalmasl kosulu mUmkUn tetrad donmelerini 

l -+ zil ) 

-1- -1 n -+ z z n ( 11. 44 ) 
--1 m -+ zz m ) 

m -+ z-lzm 

donUsUmlerine klsltlayacaktlr. Burada z kompleks bir parametredir. Bu 

donUsUmlerin baglantl Uzerindeki etkisi 

y -+ Z2 
1 

Y 1 

Y -+ Z-2 y (11.45) 
2 2 

dz 
y -+ Yo +-

0 Z 

seklinde olacaktlr. E~rilik 2-formlarlnln (11.44) altlndaki davranlslar' 

i se 

82-+Z-282 

8 -+8 
o 0 

l I 1. 46) 

seklindedir .. Bu d~nUsUmlerde gozlenen jki ayrl davranlS tUrUnden yo~ 

la Clkarak bUtUn tetrad niceliklerini iki slnlfta toolayacaglz. 11gi nc 



bulacaglmlz Slnlftaki keyfi bir nicelige n dersek, bu Slnlfl 

(11.47) 

davranlS bicimiyle tanlmlayacaolz ve (P,q) ciftine nicellain GHP 

tipi diyecegiz. Burada p ve q iki tamsaYldlr. OrneCiin f: (1,1), 

Y1 : (2,0) tipinde niceliklerdir. Go'ln tipi ise (0,0) dlr. (II.47) 

ile belirlenen niceliklerin bir derecelendirilmis cebir olusturdugu 

g~sterilebilir(53). Ote yandan (11.45) araclll~lyla, y 'In bu sln1f-
o 
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tan olmadlgln1 g~rUyoruz. Bu nicelik indir0enmis bir asaJ lif deme

tinde tanlmlanmlS baglantl seklinde yorumlanabilmektedir(54). Baglan-

tl l-formu y '1 kullanarak (1I.47) yi saglayan nicelikler Uzerinde ko
o 

varyant bir diferansiyel operatorU kurallm. Bu ooeratorU tile sim-

gelersek. n Uzerindeki etkisini sayle tan1mlayacaglz: 

ctn = dn - PY A n - q y /\ n o '0 
( 11. 48) 

Uzay-zamanda iki invaryant. 1S1k-gibi yonUn bulunmasl halinde, bUtUn 

tetrad hesaplarl sozUnU ettigimiz c€bir icine hapsedilebilmektedir. Bu 

hesaplar Ustelik genel koordinat donUsUmlerine gore invaryant, tetrad 

d~nmeleri altlnda ise kovaryant bir bicimde yapllabilmektedir. Kovar-

yansln nedenj J operatOrUn GHP tipin; degistinnemesj; dn'mn da n 

gibi (p,q) tipinde olmasldlr. Simdi bu derecelendirilmis cebir icer4-

sindeki ~nemli bazl niceliklere goz atallm. Once, (11.30) denklemlerin

den t operatorUnUn baz l-formlarl Uzerindeki etkisini okuyabiliriz: 



-28-

of Y 1"" m + Y 1 Am (II.49) 
ctn Y2 " m + YAm ( 11. 50) 2 

dm Y 1 1\ n + y 1\ f (II.51 ) 
2 

;fro r- " n + Y " f (11.52) J 2 

(11.36) ile tanlmlanan egrilik 2-formlarlna baktlglmlzda ise bunlarln 

ikisinin sadece 

81 :=ct y 
1 

8 == ct Y 
2 2 

biciminde tanlmlandlglnl hemen farkederjz. 

(11.53) 

( 11. 54 ) 

Geriye kalan 8 2-formunun 
o 

baska bir islevi vardlr; biz onu cebirin icindeki Y
1 

ve Y
2 

ile birlikte 

dtn := -phl" Y + 8 )1' n - q(y1 " Y +"8)1' n (11.55) 
2 0 2 G ' 

tanlmlnda kullanacaglZ. Bu yaPl cercevesinde Bjanchi Qzdesliklerjnin 
i 

yerjni ararsak. bunlarln ozel (11.55) uygulamalarl oldugunu gorecegiz. 

Bu ozdesliklerden ikisi dogrudan ctnin (11.53) ve'(II.54) Uzerindeki 

etkileridir. OcUncU Bianchi ozdesligi: 

(I I. 56) 

da gene benzer bir bicimde ortaya Clkar: Yo'ln tersine. dYo'ln (0.0) 

tirine sahip oldu~una dikkat edersek. (11.56) nln aynl tUr bjr uygula-

rna oldugunu anlarlz. 

GHP niceljklerinin ilqinc baska bjr sjmetrisj de vardlf. OssU js-, 

lemi diye anacaglmlz ve 

f' n. m' == ni, n' f~ m'== m (11.57) 
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S€k1inde tanlm1ayacaglmlz d0nUsUm1eri e1e a1lrSak, forma1izmdeki her 

nice1igin ve denk1emin bir UssU simetriginin bu1undugunu gosterebi1iriz. 

(p,q) tipindeki bir nice1ik Uzerinde bu is1em 

(Ti)'=(n') (n')'= (-l)P + q n ( I 1. 58 ) 

oze11ik1erine sahiptir ve n'yi (-p, -q) tipinde bir nice1ige, UssU1U 

esine gotUrUr. Kovaryant d operato!"U bu is1emden etkilenmeyecektir: 

, 
Yo = -Yo 

-, 
Yo -Yo (11.59) 

t5nem1i bazl nice1ik1erin de UssU1Uk es1erini kaydede1im: 

e' = -e 
o 0 

(11.60) 

ve (11.49) i1e (11.54) araslndaki her cift denk1em numara1l baglntlnln 

bir UstUndekinin UssU simetrigi oldugunu be1irte1im. OolaYlsly1a, GHP 

formalizminde temel yaPl denklemleri olarak (11.49), (11.51) ve (11.53)'U 

a1abi1ir, digerlerini ba denk1emlerden UssU is1emiyle e1de edebi1iriz . 

. OlS formlar1a yazdlqlmlz denk1em1erin tetrad bilesen1erinj a1arak 

ska1ar denk1em taklm1an elde etmek de cok ko1aydlr. NP sp.jn bag1antl 

katsaYl1annl 

Yo y£ + En - am - Bm (11.61) 

y 
~ -T£ - Kn + pm + am (11.62) 

Y2 v£ + TIn - Am - pm (11.63) 

• 

aCl1lm1arly1a tanlmlar ve dlS tUrevi yonsel tUrevler cjnsinden 

dn £6n + nOn - m6n - ffi6n ( 1 I. 64) 
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seklinde yazarsak bu islemleri NP formalizminin standard notasyonuyla 

yapabiliriz. GHP formalizmini kullanacaksak bu kez ba9lantl l-formu 

Yo - f / f + €: f / + B' m - 8m' (11.65) 

seklinde yazar, kovaryant yonsel tUrevleri 

d n := £. £ In + £.' £ n - m '~f~ - m' ~ n 1I 1. 66) 

ile belirtir ve bu arada Y2 nin Y~ , 82 ninde 8~ olduguna dikkat ederiz. 

GHP formalizmi bize elemanlarl (11.47) ile belirlenen bir derece~ 

lendirilmis cebir ve bunun Uzerinde (11.48) ve (II.55)le tanlmlanan or 

operatorUnU sagladl. Ostelik istersek denklem saYlslnl da UssU islemi 

kullanarak yarl yarlya azaltabiliyoruz. $imdi Rarjta-Schwinger alanlnln 

bu yapl i~inde nereye oturdugunu gorelim. Unce ~'nin (11.44) ile tern

sil ettigimiz yerel Lorentz donUsUmleri altlndaki tavrlndan)Fl ve F~'nin 
L 

bu cebir i~ine dUstUgUnU saptayallm. Fl ve F2'nin ~HP tipleri 

(11.67) 
,.,. 

dlr. Tabii, Majorana spinorU s'unun infinitesimal bilesenlerinin de 

tipleri gene sl: (-1,0) , s2: (1,0) du. Rarita-Schwinger alan 2-forrn

lar 1 na baktlglmlzda, (11.32) ve (1I.33) Un 

(II .68) 

(11. 69) 



sek1inde ortaya ~lktlglnl hemen gorebi1iriz. Yere1 sUpersimetri do

nUs Um 1 e r i is e 
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F 1 -+ F 1 + Jr; 1 + '( 2. E 2 

F -+ F + dE + '( E 
2 2 2 1 1 

(11.70) 

(11.71) 

bi~iminde yazllabilmektedir. Oste1ik F2 = iFl ; H2 = iH; ve 

E2 = iE~ oze1lik1erini de gosterebi1iriz. Do1aYlslyla, bos1uk 

Einstein denk1emleriy1e belir1enen,iki invaryant, lSlk-gibi yone sahip, 

fon geometrilerde: (a) Rarita Schwinger test alam (-1,0) tipinde bir 

Fl l-formu ve bunun UssU simetrigiyle betimlenir. (b) Tutarll alan 

denk1emleri (11.34) ve bunun UssU1U esiyle verilir. (c) SUpersimetri 

donUsUm1eri (11.70) ve bunun UssU simetriginden ibarettir. 

\ 

Son olarak sUpersimetri donUSUmlerinin s = 3/2 alan 2-formlarl 

HI ve H2 tizerindeki etkisini saptayallm. (11.70) ve (I1.71)i (I1.68)'e 

'yerlestirir; E1 Uzerinde (11.55) kurallnl kullanlr ve (11.54) tanlmlndan 

yararlamrsak 

(11.72) 

davranlSlnl ve bu denklem Uzerinde UssU islemiyle de 

(11.73) 

donUsUmUnU buluruz. Bu donUsUmlerin alan denklem1erini sonlu E} ve 

E2 i~in bile korundugunu gostermek (11.39) da karSllastlglmlz basit 

ozdesliklerin kanltlanmaslna esdegerdir. 



III. SAC YOK TEOREMiNiN KANITI 

1. Ayarla TUretilmis CozUmlerin AYlklanmasl 

Ge~en bolUmde, bosluk Einstein denklemlerini saglayan bir fon 

geometrisinde,tutarll s = 3/2 alan denklemlerini 

l A H + m A H = 0 
1 2 

n ~ H + m ~ H = 0 
2 1 

(111.1) 

(111.2) 
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seklinde kompleks Hl ve H2 2-formlarl cinsinden basitce yazmlstlk. 

Bu denklemlerde ortaya ~lkan Hl ve H2 'nin bazl ilgin~ ozellikleri 

vardlr. Rarita-Schwinger denklemlerinden bu 2-formlarln 

(111.3) 

ozelligine sahip olduklarlnl hemen gosterebiliriz. (III.3) Rarita

Schwinger denklemlerinin dualite donmeleri altlndaki degismezligini(55) 

yansltmaktadlr. Ote yandan Hl ve H2 nin tetrad bilesenleri dinamik 

degiskenlerdir. Bulunacak ~ozUmlerin regUlerligini saptamak icin 

Hl ve H2 nin regUlerligini incelemek yeterlidir. Bu ozellikler de 

s = 3/2 alanlnln Hamilton tip; cozUml~meleriyle bulun~ustur(56)(57). 

DolaYlslyla tartl~mamlzda temel nicelikler olarak Hl ve H2 yj alacaglz. 

Ayarla tUretilmis ~ozUmler .bir sUpersimetri donUSUmUyle ortaya 

~lkan, ters donUsUmle de slflra esitleneDilen Flve F2 ye karS1Jlk gelir

ler. Baska bir deyisle bu tUr cozUmler salt ayardlr. Bu slnlftaki en 



genel cozUm biciminin 

(III.4) 

(111.5) 

oldugu (11.70) ve (11.71) den gorUlebilmektedir. Boylece tUretilmis 

cozUmler icin alan 2-formlarlnln 

(II1.6) 

(111.7) 
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seklinde olacagl da hemen (11.72) ve (11.73) den okunabilir. (111.6) 

ve (111.7) nin (111.4) ve (111.5) in sagJanmasl icin gerekli kosullar 

oldugu aClktlr: eger elimizde bir (EI,E2) cifti varsa (111.6) ve (111.7) 

saglanacaktlr. CozUmlerde bir aYlklamaya girismeden once bu kosullarln 

aym zamanda yeter! i olup olmadlglna egilmeliyiz. Vani, (111.6) ve (IIL7) 

ile verilen her HI ve H2 nin bir ayarla tUretilmis cozUme karSll1k 

gelecegini saptamallYlz. Bu problem Aichelburg ve Urbantke(58) tara-

flndan incelenmistir. Biz tartlsmamlzda bu sorunu Sayle bicimlendirecegiz: 

HI ve H2 nin (11.68) ve (11,69) la verilen genel tanlmlara GHP opera

torU J uygularsak, (11.55) araclllglyla 

(111.8) 

(II1.9) 

,baglntl1ann1 buluruz. Bu i$lemin ardlndan denklemlerin sol taraflanna 

(111.6) ve (II1.7) de verilen bicimleri yerlestirir ve bu arad9 Bianchi 



~zdesliklerini kullanlrSak 

(dE 1 + '(2E2) A 8 + «h 2 +11 E1)I' 8 = 8 A 
0 2 

0 

- ( iE 2 + 11 Ed A 8 + (dE 1 + 12E2) A 81=- 8 A 
0 0 

denklemlerini elde ederiz. lki tane fark l-formu: 

tanlmlayarak da, (111.10) ve (111.11) 

X2 A 8 o 

F1 + 8 A 2 

F2 + 81 "-

F2 

F1 
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(IIL10) 

(111.11) 

(111.1 

(IlLl 

(IILl 

(111.1 

sek1inde yazabiliriz. Dte yandan, (111.12) ve (111.13) le be1irlenen 

(F1 , F2 ) ciftinin de aynl Hl ve H2 ye karSlllk gelme~i kosulu nede

niyle 

it Xl + 12 A X2 0 

;JX 2 + ll AX
I

O 

( I I 1. 

( II 1. 

olmalldlr. DolaYlslyla sorun (11.16) ve (11.17) yi de saglayan, slflr-

dan fa rkll Xl ve X2 lerin bulunup bulunamayacaqldlr. Eger slflr-

dan farkll bir (Xl' X2 ) varsa (111.6) ve (IIL7) yeterli kosul olamaya-

caktlr. 11gilendigimiz kara delik problemi icin bu sorunu Petrov Sl

mflandlrmaslnda tip; ·0 olan fon geometrileri cercevesinde, ele almak 

yeterlidir. Bu noktadan sonraki tartlsmalarlmlz yalnlz bu tUr boSluk 

uzay-zamanlarl icin g~cerli olacaktlr. 



Fon geometrisini 0 tipi uzay-zamanlara ozellemenin uygun bir 

yolu l ve n baz l-formlarlnl Weyl tensorUnUn caklsan, asal lSlk 

gibi yonlerinde secmektir. Bu secimin sonunda NP niceliklerinde 

0 = )J , - K 

\jil= \ji3= 't' 

= V = 

= \ji4= 
0 

0 

0 

(II1.18) 

(II1.19) 
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basitlikleri elde edilir. Genel bicimleri (11.29) la verilen egrilik 

2- forml a r1 da 

8 -\ji2(l A n - m " m 
0 

8 1 -\ji2 l" m ( II 1. 20) 

8 2 -\ji2 n /\ in 

durumuna iner ve fonun egriligi Weyl tensorUnUn slflrdan farkll tek 

bileseni \ji2 taraflndan belirlenir. 't'2=O haiinde Minkowski uzaYlna 

gecildigi,'t'~ I 0 durumunda ise bu Uc ko~pleks 2-formun lineer baglm-
L 

SlZ oldugu aClktlr. 

$imdi, aradlglmlz Xl ve X2 yi baz l-formlarl cinsinden 

--v 

Xl All + BIn - Clm - Clm 
f'" 

X2 A2l + B2n - C2m - C2m (11I.21) 

seklinde acallm ve bu genel aClllml (111.20) de verilen ifadelerle 

birlikte (111.14) ve (111.15) e yerlestirelim,'t'210 varsaYlml altln

da bu islem bizi 

,Xl Bln-Clm (11I.22) 

X2 Cll - 81m 
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sonucuna g~tUrUr. B~ylece problem slflrdan farkll, (0,1) tipinde bir 

B1 tetrad skalarl ve bunun UssU1U esinin saptanmaslna indirgenir. 

Bu da (11.16) ve (111.17) ye basvurularak sag1anabilir. CUnkU, bu 

denklemlere (11.22) de verilen ifadeler yerlestirilince 

(dB 1 -tICd A n 

(t C 1 -Y2Bd 1\ £ 

kosullan ortaya Clkar. 

d B1 - Y C1= 
1 

0 

ct C 1 - Y2 B 1 = 0 

(Jc1- y Bd A 
-m 2 

(dB 1 - Y1 Cd A m 

Bu kosullann ise ancak 

(II1.23) 

(II1.24) 

(111.25) 

halinde saglanabilecegi'hemen g~sterilebilir. Son olarak (111.24) Uze

rine ct operat~rUnU uygulayallm. Bu islem slraslnda (11.55), (1I.53) 

ve (111.25) kullanlllrsa, saglanmasl gerekli 

denklemi bulunue. 0 tipi uzay-zamanlar icin egrilik 2-formlarlnln 

lineer baglmslz olmasl nedeniyle bu denklemin tek c~zUmU 

(III.27) 

dlr. Aynl sonuca (111.25) le baslaYlp (111.26) nln UssU1U esini 

bularak da erisebilirdik. DolaYlslyla, elimizde 

durumundan baska bir imkan yoktur; (111.6) va (111.7) ayarla tUretilmis 



cozUmler icin hem gerekli hem de yeterli kosullard1r. 

Bu gozlemin lSlgl alt1nda art1k fiziksel ilgincligi bulunmayan 

ayarla tUretilmis cozUmleri aY1klayabiliriz. Bu amaela genel bir 

(HI' H2 ) ciftini egrilik 2-formlar1n1n lineer kombinezonlar1 sek

linde acal1m: 

aoGo+ alGI + a2G2 

b G + blG I + b2G2 o 0 

( 111. 29) 

( II 1. 30) 
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Bu aC1l1mlarda egrilik 2-formlar1n1 earpan nicelikler gerekli GHP 

tiplerine sahip tetrad skalarlar1d1r. Bir sUpersimetri donUSUmUyle 

a ve a2 den kurtulabilecegimiz (11.72) den aClkca gorUlmektedir. 
o 

AY1k1amaya. genellikten hie bir sey yitirmeden. 

"'" '"'-' 
b G + blGI + b2G2 

o 0 

(111.31) 

(III.32) 

aC1l1mlar1yla da baslayabiliriz. Geriye kalan bUtUn terimler de bag1m

SlZ degildir; verilen her (HI, H2 ) Rarita-Schwinger denklemini sag

lamal1dlr. Bu nedenle de 

(III.33) 

olmal1d1r. Dte yandan sUpersimetri donUsUmlerinin al ve b2 yi 

etkilemedigini gene (11.72) ve (11.73) arac1l1g1yla gorUyoruz. DolaY1s1Y

]:a.O tipi geometrilerde, ayarla tUretilemeyen her s = 3/2 alam icin. 

HI ve H2 cok bas it 



( II 1. 34) 

( II I. 35) 
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bicimlerine sokulabilmektedir. HI ve H2 nin bu bicimlere sokulabil

mesi, verilen cozUmUn sUpersimetri donUsUmleriyle slflra indirgenememesi 

icin hem gerekli hem de yeterlidir. 

Bu noktada elimizdeki problemle Minkowski uzay-zamanlndaki s = 3/2 

alanlarl araslndaki onemli farklarl belirtmek yararlldlr. DUz uzay-za-

manda sUpersimetri donUsUmleri HI ve H2 yi de~istiremezler. Ayarla 

tUreti1mis cozUmler icin FI ve F2 kesin l-formlardlr. DolaYlslyla 

FI ve F2 kapall l-formlardlr. Bu ozelliklerin ters bicimde slralan

maSl da yerel olarak dogrudur: kapall FI ve F2 l-formlarl kesindirler 

de. 0 tipj uzay-zamanlarda ise aYlklama isJemini HI ve H2 yi kulla-

na rak ko 1 ayca gerceklestirdik. Bu islemle ancak '¥2E2 ve '¥2E2 tipi te
dikkat 

rimlerin elde edildigine/edilirse, Minkowski uzay-zamanlnda ayarl sapta-

yacak bir (El , E2) ciftinin bulunan-,ayabilecegi aClktH. Bu nedenle 0 

tipi fonlarda ayarla tUretilmis bir cozUmUn dUz uzay-zaman limiti aynl 

tUrden olmayabilir. Gravitasyon alanlnln cebirsel yaplslna dayanan bu 

ozellik ilk kez Cordero ve Teitelboim(47) taraflndan verilen ozel cozUm

de gozlenmis ve kara delikler icin sac yok tahmini bu gozlemden kaynak-

lanmlstl. 

2. Kuplajslz Alan Degiskenleri 

Ayarla tUretilemeyecek cozUmler icin s = 3/2 alan 2-formlarlnln 

bicimlerini (111.34) ve (111.35) ile saptam1S durumdaYlz. Bu denklemle-
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re baktlglmlzda, al in (-3,0) tipinde bir tetrad skalarl oldugunu 

ve b
2 

nin onun UssU1U esine b = ia' 
2 I 

biciminde baglandlglnl gorU-

yoruz. Simdi de Rarita-Schwinger test alanlnln salt bu iki kompleks 

ska1arla temsil ediiebi1ecegini gosterecegiz. Baska bir deyisle, al 

ve b2 nin FI ve F2 nin bUtUn tetrad bi1esen1erini tamamen belir-

1edigini kanltlayacaglz. Bu ska1ar alan degiskenlerinin cok onem1i 

bir ozel1igini de, sagladlklarl kuplaj51z diferansiyel denklemleri 

bularak ortaya Clkaracaglz. Bu amacla once (111.8) ve (111.9) a geri 

donelim ve HI ve H2 nin (111.34) ve (111.35) de veri1en bicim1erini 

bu denklemlerin sol taraflna yer1estire1im. Bu is1em bize 

(111.36) 

(II1.37) 

kosullarlnl verecektir. Sonra da alan 1-form1arlnln tetrad bilesenlerini 

( II 1. 38) 

(111.39) 

aCll1mlarlyla tanlmlaya11m. (II1.36) ve (111.37) nin skalar esdegerleri

ni bulmak icin bu aClllmlarl (11I.20), (11.62) ve (11.63) ile birlikte 

yerlerine yeriestirelim. Boylece 

Ml (J + 2p)al ( II 1. 40) 

Nl (~ + 2T)a 1 
(III.41) 

M2 (:e l 
+ 2p' )b 2 

(III.42) 

L2 (~' + 2T')b 2 
(III.44 ) 



ve 

(III.45) 

(III.46) 
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denklemlerini buluruz. Burada gene ~210 varsaYlml kullanllmlstlr. 

Tetrad bilesenlerinden d~rdUnUn al ve b2 cinsinden belirlendi§i 

artlk a~lktlr. Geriye LI ve MI kalmlstlr. Bu degiskenlerin durumunu 

incelemek icin Ek 31de verilen Rarita-Schwinger denklemlerinin GHP 

bi~imi kullanllabilir. (lII.40) - (III.46) klsltlamalarlnl Ek 31deki 

denklemlere yerlestirirsek, Ll ve MI icin 

'1 1 Ll (p -
,.., 

P)Ml ( II I. 47) 

ELI' (~I'- 11)L2 (III.48) 

~ MI (p" - pi )M2 (III.49) 

l.;"M I (q) - 1)N 1 (III.50) 

taklmlnl elde ederiz. Ute yandan, temel denklemlerimizden 

HI ::: d'F I + Y2 A F2 = alGI (IlI.5l) 

in tetrad bilesenlerini a~lkca yazlnca. gene LI ve MI icin (bkz. Ek 3) 

"V 

. .:f>'L1=pN1 + ( :r I - T)Ml - T~11 (III.52) 

~ L =~/M + 
I 2 

(-' p - n' ) L ... 2 - pMl (III.53) 

I 7.""'; 
Gil Ml = d11 + (0 - p)N I - c/ L I ( I I I. 54 ) 

} Ml =1'L 2 + (1' - T')M2 - TILl (III.55) 

denklemlerini buluruz. (111.46) nedenjyle MI ,L I in UssU simetrigine 

orantl'l olmalldlr; bu g~zetilince yukandaki denklemlerin·UssU islemine 

gore tutarll oldugu barizdir. DOlaYlslyla. once yalnlzca LI in durumu-
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nu saptayabilir sonra da . Ml iein UssU islemine basvurabiliriz. Bu 

reeeteyi ku1lanabilmek icin ise Ll ile Ml in kuplajlarlnl e~ze

bi1memiz gerekir. Kup1aj eozUmU soyle yapllabilmektedir: (1II.48) e 

y~nsel GHP tUrevi .:pI, (III.52) ye de ]> tUrevini uygulaYlp [:::P.-:.eIJL 1 
komutat~rUnU kural1m. GHP komutator1erinin gene1 ifadeleri Ek 2'de 

verilmistir. ilgilendigimiz komutat~rU Ll iein ~zeller, gerekli yerlere 

Ricci ~zdesliklerini ve Rarita-Schwin~er denklemlerini yerlestirirsek, 

~ ,~ 

;-p [(T' - T)M1 ] + (T' - -c)( E - P)M1 (111.56) 

ifadesini buluruz. Tabii, Ml bu ifadenin UssU1U esiy1e: 

(IlL57) 

verilecektir. Bu denklem1erin sag taraflar1nda daha once durumlarln1 

c~zUmledigimiz d~rt bileseni gorUyoruz. 001aY1s1y1a, Ll ve ~11 in 

teme1 alan degisken1eri a
1 

ve b
2 

nin UcUncU ve daha kUcUk mertebe

den tUrevleri cinsinden yazllabiiecegi ortaya e1kmlstlr. 

Simdi teme1 denklemlerden (111.51) i yeniden ele alabilir ve yukarl-

daki tartlsmada ku11anmadlg1mlz bilesenine bir goz atabi1iriz. Bu 

bi1esen bizi yeni ve onem1i bir sonuca g~tUrecektir. Dnem1i 

bilesen (III.51) deki lAm terimidir: 

( r;xl -)N d - T 1 ( I I 1. 58) 

Bu ifadedeki Nl ve Ml in a! cinsiden yazllabildigjni artlk biliyo-
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ruz. (III.58) e (111.40) ve (IIl,4l) de verilen ifadeleri yerlestirirsek, 

sa 1 t a
1 

iC in 

[(E I - pi) (1= + 2p) - ( '2i r - T) (2' + 21) - 1!'2 J a 1 = ° (IIl.59) 

denklemini buluruz. Diger alan degiskeninin saglad1g1 denklemi ise 

gene UssU islemiyle kolayca ele gecirebiliriz: 

B~ylece problem bUyUk bir basitlige eristi: Rarita-Schwinger alan1n1n 

o tipi geometrilerdeki c~zUmlemeleri salt a
1 

ve b ~ a ra c 111 9 1 Y 1 a 
L 

gerceklestirilebiliyor. Bu skalar alan degiskenleri Ustelik ikinci 

(II 1. 60 1 

mertebeden, kuplajs1z, li~eer k1smi diferansiyel denk1em1er sag11yor1ar. 

Art1k tart1smam1z1 Kerr uzay-zaman1na ~zel1eyebiliriz. 

3. s=±3/2 Teukolsky Denklemleri 

Kerr fonunda (111.59) ve (111.60) degiskenlere ay1rma yontemiy1e 

cozU1ebilmektedir. Bu ozelligi g~stermek icin yjne Boyer-Lindquist 

koordinatlannda cal1sallm ve (1.1) deki k1saltmalan kullanal1m. 

Uzay-zaman1n her noktas1na Kinnersley tetrad1n1(59) da dikelim. Kullan

dlglm1z koordinat sisteminde Kinnersley tetrad1nln ayaklar1n1 

nlJ 

[(r2 + a2 )/f;" 1,0, a//':,J 

[r2 + a2 , - /':"O,a] /2z 

mlJ = [iasine, O,l,i/sinel / [/Z(r+iacose)l 

(111.61) 

(III.62) 

(III.63) 

ile temsil edebiliriz. Bu tetrad secimi sonunda NP spin baglantl 



katsaYllarlnln slflrdan farkll olanlarl 

p = -(r -

, -iappsin(e)//2 
, 

= p2p6/2 p - -p 

8 -peot(e)/(2/2) 

_1 
iaeose) 

1T 

a 

y 

-
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-,' = iap 2sin(e)//2 

1T - 8 ( I I I. 64 ) 

p + pp(r-M)/2 

~eklinde bulunaeak ve Weyl tensorUnUn slflrdan farkll tek tetrad bi-

1 e~eni 

'¥2 Mp 3 (111.65) 

ile verileeektir. Bu bilgiler (111.59) ve (III.60)da ko~eli ayra~lar 

icerisindeki diferansiyel operatorleri kurmak icin yeterlidir. Bir 

yandan bu operatorleri kurar diger yandan da alan degi~kenlerinin koor-

~eklinde alHsak, (111.59) ve (111.60) 1 

C '" -t "\ :i ·r 
6 .I...; dJ -+- _if I:.~+ 4io(r+iacosr3)] R -'3h -Ill. C 2 :5/2-

['" n\-t ;(t :1.-.- 4io(r+iaeOS8) 3 R 6;i,J ~;J ·r 
I 1'2 -12. -'/2 3/ 2 

bi~imine sokabiliriz. Burada ~ (27) Chandrasekharl 

~= 
iK r-M a + --+ 2n --

"P1 r t:, 6 

~.t_ iK r-M 
~ --+ 2n --00- ~r 6 f:" 

}J 

~= de + Q + ncote 
1-1 

,/;t 
Q neats £= de - + 

1-1 

S _3/ 2= 0 

S3/
2 

= 0 

izleyerek, 

( II 1. 66) 

(111.67) 

( I I 1. 68 ) 

(111.69) 

denklemleri 

( II 1. 70) 
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operat~rleri cinsinden yazdlk. (1.2) deki gibi, gene 0 pozitif bir 

sabit, m diger bir sabittir ve K = (r2+a 2)0+am, Q = aasine+mcosece , 

'h ise bir reel saYldlr. Operatorlerden 2"" ve c071.f In koordinatlar-

dan J i'f yalnlz r ye baglmll oldugunu, ~~ ve In ise salt 8 yl icer-
'h " 

digini g~rUyoruz. DolaYlslyla, artlk tekdUze degiskenlere aylrma ve 

terimleri toparlama islemlerine girisebilir, radyal ve aClsal degisken-

ler icin d~rt tane, kuplajslz, adi diferansiyel denklem bulabiliriz. 

Bu islemleri tamamlaYlnca da radyal ve aClsal denklem ciftlerinin bir 

ozelligini g~zleriz: cift olusturan diferansiyel denklemler ortak bir 

bicimde yazllabilmektedir. Boylece buldugumuz denklemler 

o (IIL7 
dr 

ve 

d (sine _d_ S+ ) + 
de -312 (111.7 

sino de 

m2 - 3mcose 9 2 ___ ± 3aocosG + ~~~ - - cot G +E_~"'J'S 0, 
sin2e sin 2e 4 

-3 4 - /2 

dlr. Burada:\ = E + a202 + 2ama - (9::,:6)/4, aylrma s_abitidir. $imdi 

tekrar (1.3) ve (I.4) e baklp buldugumuz denklemlerin Teukolsky denklem

lerinin s = ±3/2 durumlarlndan baska bir sey olmadlglnl gorebiliriz. 

Rarita-Schwinger alanlnln kara delik tedirgemeleri problemindeki do

gal yerini boylece saptam1S olduk.· $imdi once aClsal denklemlere egile

lim ve (11~.72) nin 8 = 0 ve 8 = n de regUler olmaslnl Slnlr sartlarl 

olarak kosallm. Bu koSullar altlnda (111.72) aylrma sabiti E = ±3/ 2
EL

m
(aa: 
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icin bir Sturm-Liouville ozdeger problemi olu~turur. Burada f, sabit 

m ve aa icin bulunacak ozdegerleri slnlflandlrmaktlr. En kUcUk ozde-

9 e ric i n f ma x (I m I, 3/2) d i r . 0 ~ 8!': IT arallglnda tam ve orto-

gonal olan karakteristik fonksiyonlar spin aglrllk1l siferoyda1 har

monikler(26) slnlflndandlr. AYlrma sabitini bu ~ekilde belirledikten 

sonra radyal denklemlere bakallm. (111.71) in Uc singUler noktasl var

dlr. Diger spin hallerinde oldugu gibi, 0 f 0 icin, denklemlerin regU-
singU1er 

ler olmayan/noktasl sonsuzdur, regUler singUler noktalarl ise D = 0 
/ 

denkleminin iki kokUyle verilmektedir. Do1aYlslyla 0 f 0 olunca radyal 

denklem1er yeni transandanta1 fonksiyon1ar tanlmlarlar. Bu call~mada 

esas ilgilendigimiz cozUmler ise duragan (0 = 0) olanlarldlr. Bu amac-

la (111.71) in analitik ozelliklerini 0 = 0 halinde incelersek, say-

dlglmlz Uc singUler noktanln da regUler singUler noktalar oldugunu go-

rUrUz. Duragan hal icin (111.71) hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden 

kesin olarak cozUlebilmektedir(25)(60). (111.71) in sonsuzda ve olay 

ufkunda regUler alan duragan cozUmleri yoktur. 

Rarita-Schwinger alanlna gore lineerle~tirilmi~ sUpergravite alan 

denklemlerinin ayarla tUretilemeyen her duragan cozUmUn ya sonsuzda ya 

da olay ufkunda patladlglnl saptaml~ durumdaYlz. DolaYlslyla, sUper

gravite alan denklemlerinin Kerr ailesine sUrekli bir bicimde baglanabi

len, onlan sUperyUkle genelleyebilen, regUler, duragan, kesin cozUmle

ri de bulunmayacaktlr. SUperyUk parametresine sahip her kesin, duragan 

cozUm bir sUpersimetri donUsUmUyle Kerr ailesi icine indirgenebilecektir. 

Kara deliklerin hiC sUper saCl olmadlglnl boylece kanltlamlS oluyoruz. 



-46-

IV. TARTISMA 

SUpergravite kuraml bize tutarll bir s = 3/2 alanl kavraml kazan

dlrdl. Kuramln sUpersimetri invaryansl ise yeni bir aYlklama sorunu 

getirdi. Callsmamlzda, aYlklama islemi once genel bir planda incelen

di, sonra da D tipi uzay-zamanlar icin aClkca tamamlandl. D tipi 

fonlarda, ayarla tUretilemeyen her s = 3/2 alanlnln iki kompleks ska

larla tamamen belirlendigi ve alan denklemlerinin kuplajslz, lineer 

klsm1 diferansiyel denklemlere indirgenebildi~i kanltlandl. Bu denk

lemlerin degiskenlere aylrma yontemiyle incelenmesi ise yalnlz Kerr 

fonunda ele allndl. Boylece, Rarita-Schwinger alanlnln gravitasyonel 

cokme sUrecinde koruyabilecegi bir multipolu bulunmadlgl, sUperyUkUn 

bir kara delik saClna yolacmadlgl saptandl. Slflr durgun kUtleli, 

O,±1/2, ±l, ±2 spinli alanlar icin ortak bicimleri onceden bilinen 

kara delik tedirgeme denklemlerinin s = 3/2 durumuna da genellenebil

dig; gosterildi. Kerr fonunda, Rarita-Schwinger denklemleri s = ±3/2 

Teukolsky denklemlerine indirgenebiliyor. DolaYlslyla, alanln bU

tUn multipolleri lSlnabilen tUrden. Gercekci bir cokme sUrecinde 

Rarita-Schwinger alanl da bulunacaksa, bu alanln bir klsml olay ufkun

dan iceriye geri kalanl da sonsuza lSlnacak. Cokmenin sonunda, duragan 

denge konumuna erismis bir kara de1ik Uzerinde de s = 3/2 alanlnln 

izine rastlanmayacak. E1ektrik yUkU bulunmayan, donen bjr kara deligin 

Kerr tip; duragan denge konumlarl gene yalnlzca kUtle ve aClsal momentum 

parametreleriyle belirlenmekte. Elde ettigimiz sonucu Wheeler'ln(61) 

resmine (bkz. Sekil 1) yeni bir niceligin, gravitino dalgalarlnln eklen-

mesi seklindeyorumlayabiliriz. 
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~ ~ Qu:] 
U U ~ GRAVITINQ a 

DALGALARI 
KUT.LE 11 LEITONLAR 

ft tJ BARYONLAR 
ELEKTROMANYETiK VE 

-4===GRAvi TASYONEL 
DALGALAR 

.KUTLE 
-ACISAL MOMENTUM 
e(ELEKTRiK VUK) . 

Sekil 1. Kara delige atllan cisimler, bu arada gravitino 

dalgalarl da, kimliklerini yitirmekte, kara delik Uzerinde 

bir iz blrakmamaktadlr. 
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ISlnabilen alanlarln neden yeni saclara yolacmadlglnl anlamak 

icin cokme sUrecinde tedirgemelerin dinamigini incelemek yararlldlr. 

Schwarzschild fonunda PriCe'ln(30) yUksek tam saYl spinli, slflr dur

gun kUtleli alanlarl ele aldlglna deginmistik. 0 callsmada, tedirge

melerin dinamik cozUmlemeleri kurulan etkin potansiyeller araclllY-

la yapllmlS, yeni saclara izin vermeyen potansiyellerin genel bicim

leri tartlSllmlstl. Teukolsky denklemlerinden reel, etkin potansi

yeller kurmak icin gelistirilmis bir yontem vardlr(27). Schwarzschild 

fonunda s = ±3/2 alanl icin bu sekilde etkin potansiyeller kurulunca, 

bicimlerinin Price'ln verdigi olcUtlere tam uydugu gorUlmektedir. Dola

Ylslyla Price teoremi(31) Rarita-Schwinger alanl icin de gecerlidjr. 

Elimizdeki problemin dogal bir uzantlsl, verilen tartlsmanln 

Kerr-Newman fonuna genellenmesidir. Elektrik yUklD, donen kara delikler 

icin de benzer bir sac yok teoreminin kanltlanabilecegini tahmin ediyo-

T k 1 k S b· k' .. d l' kl .. (27) ruz. Ute yandan s = ±3/2 eu 0 s y- taro 1 ns 1 oz es 1 en n1 n aran-

maSl, Chandrasekhar'ln(62) etkin potansiyeller icin yaptlgl ilginC goz-

lemlerin s = 3/2 alanlna genellenmesi gibi sorunlarl cozUmlemek de 

yararll olacaktlr. Bu callsmada sunulan aYlklama isleminin,egrilik 

2-formlarlnln lineer baglmslz oldugu baska problemlerde de ise yarayaca

glm, degiskenlere aylrma isleminin ise bUtUn 0 tipi fonlarda gecerli 

Tartlsmamlzln baSlnda sUpergravite kuramlnln kara delik problemine 

ye~i neler getirebilecegini sormustuk. Elde ettigimiz sonuclar kura

mln kara ·delik problemine temel bir yenilH getirmedigi yolunda. Bu 

konuda kesinlemelere girismek icin vaktin erken oldugu kanlslndaYlz. 



icerdi§i ilginC simetriye ve matematiksel yaplslnl anlamak icin 

harcanan emeklere karSln~ sUpergravite kuramlnln henUz tam anlaSllma

mlS yonleri vardlr. Ornegin infinitesimal bicimlerini inceledigimiz 

sUpersimetri donUsUmlerinin sonlu bicimleri henUz aClkca yazllabilmis 

de§ildir. Kuramda ortaya Clkan, carplm altlnda komutatif olmayan nice

liklerin doyurucu yorumlarl da henUz verilememistir. Biz bu callsmada 

alan denklemlerini yarl-klasik b~r bicimde ele aldlk. Lineer yaklas

tlrma nedeniyle sozUnU ettigimiz zorluklarla karSllasmadlk. Proble

min bugUnkU yetkinlik dUzeyinde, kuvantalastlrmanln getirebilecekleri

ni kestirmek gUC gorUnUyor. SUpersimetrik kara delik cozUmlerinin 

teklik sorununa egilmedenonce global ozelliklere ayrlntlyla yer veren, 

matematiksel yonden daha dikkatli callsmalarln tamamlanmasl da 

gerek iyor. 



EKLER 

Ek 1. Anlasmalar 

Uzay-zaman indisleri Yunan harfleriyle a ..... ).1, .... gosterilir ve 

0,1,2,3 degerlerini alltlar. 
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Tanjant uzaYl indisleri Latin alfabesinin genellikle ilk harfleriyle, 

a,b,c ... , ile gosterilir ve 0,1,2,3 degerlerini allrlar. ~1etinde 

belirtilerek Latin indisleri i,j,k,O,1,2 ya da 1,2,3 degerlerini ala-

labilir. 

Tersi belirtilmedik~e, tekrarlanan indisler Uzerinde toplama yaplllr. 

Uzay-zaman metriginin sinyatUrU (+.-.-,-) dir. 

Dirac matrisleri Y , a 

gore tanlmlanmlstlr ve Ys = Y
O
Y

1
Y

2
Y3 

C = iY
o Y 2 dir. Hermit eslenjkligi t 

ile tanjant uzaYl metrigine 

dir. YUk eslenikligi matrisi 

ile, transpozisyon T il egos te-

tilmistir. Spinal' sozcUgU 4-spinorler i~in kullanllmlstlr. Spinor ~ 

i~in ~ = ~ty dlr. 
o 

Geometrize birim sistemi kabul edilerek c G all nm 1 S t 1 r . 



Ek 2. GHP Forma1izmi 

Metrik ve simetrik bag1antlya gore kovaryant tUrev asaglda vile )J 

gosterilmistir. OssU islemi icin bkz (11.57). 

(a) NP Spin Baglantl KatsaYllan: 

K -v' aeJ" Vs l m. a 

p md -s Vs l -)J m a 

S 

(b) Yonsel GHP Operatorleri: 

in 
~ n 

(llJ 17lJ - p~ - qE)n 

(m)Jv + q-s/)n )J -ps 

a 

1 

= -~' 

= -n' 

_I 

.l n 

( c) Weyl TensorUnUn Tetrad Bi 1 esenl eri : 

,-
= -C ' lCY. mS lY mO 

'f 'f4 
0 aSyo 

, 
-C S 0 lCY. nS lY m 6 

'f 1 'f3 = a "'{ 
, _ l C (la nS i Y 0 _ {J. 

'f2 'f2 n 
o.Syo 

2 

(d) Ricci azdeslikleri 

nS T - 0) m m 

(BoSluk ve (IIL1S), (III.19) varsaYlmlan altlnda) 

1: 
P p2 0')u ( P p) 1 

.J:' 

~ T (1 
-I) T P ,1 1 12 

J/ p 
(1)' -I - '¥2 - 1 = pp - 11 -

-51-
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(e) GHP Komutator1eri: 

(BoSluk ve (111.18), (111.19) varsaYlmlarl altlnda) 

- - I (--) lr ( 'X. -, r-x; ') ( :~ - - , )~ (J?'1?-}J:. n= 'f-T')C+(T-T)o-p(r2- n -Q"'2- n J r
, 

( } ~ -<>:I ) n = [P'1 - T'} + Q ( P T ' ) ] n 

(<7J~' - 0
1

71 )n = Up' - p' H + (p - p)i' + p(pp' + Q'2) -q(pp' +f 2JJ rj 

(f) Bianchi Dzdeslikleri ve Bazl Kullanlsll Baglntl1ar: 

(BoSluk ve (III.18), (III.19) varsaYlmlan altlnda) 

J 1'2 3p'i'2 

?~ III 
3T'±'2 " 2 

~I T ='1 , 
p 

7t T' 
'7-/ -, ,-

- ) T pp - P P 

PO , .E/o - ' -, - TT T T 

P -'1$ (is t - -, 0) T p T , 



~k. 3 Temel Denklemlerin Tetrad Bilesenleri 

Rarita-Schwinger alanlnln tetrad bilesenleri icin bkz. (111.38) ve 

(II1.39). s = 3/2 alan denklemlerinin NP bicimi icin bkz. Kaynak 63, 

(a) Tetrad Bilesenlerinin GHP Tipleri: 

iN I 

2 

i M' 
2 

(0,1) Nl il' 

(-2,1) Ml 

(-2, -1) 

(0, -1) 

(b) Rarita-Schwinger Denk1em1erinin Tetrad Bilesenleri: 
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(bkz.(1I.32)-(I1.35). Burada spin katsaYllan C=K<='J=~· varsaYllacak-

tn. ) 

(~/- ,I)ll - (p - P)Ml + ,"M2 = 0 

(::a - ,)N 1 - (]?/ - pi )Ml -p'N 2 = 0 

'" (E - p)N l + ('9/- ,'- 'T)N2 -,Elll -(.1' - pi )M2 + 'T'MI + (,' - 1) Ml = 0 
i 

(1 
t/'i"'" (/'(/ ')M -Il (- )N 0 _ 7[' )ll - (P - p - P)Ml + ; M2 - "' -, 2 - P 2 + r:; - p 2= 

ve bu denklemlerin UssU1U esleridir. 

( c) (II1.51) in Tetrad Bilesenleri: 

(BoSluk ve (III.1S), (IIL1S) va rsay' ml a r1 altlnda) 

~- ,'N2 0 -+- / l l' N 1 + ( , - l' )Ml + (1' , I ) ~11 + 

.J; 1 

~/Ml ~ 
.~ 

( p Ml + - p)N l + (pi pi) l 1 + 
~ 

0 P I M~ 
L ,...., 

(~' 'T)Nl (.f/-P')Ml + 'f2 al 0 

( 'id ,)N l 
( I/ - pi) ~11 p'N2 0 

<7/ 
."-' '"'" 

T I )L 1 (J P)Ml 'M 0 d - + , 2 

(~ - T I ) l 1 - (:i is)M l + , 'M2 - p'l2 = 0 
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