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OZET

Supergravite teorisince ongiiriilen, elektrik yuksliz kara delik-
Ter ic¢cin sa¢ yok teoremi kanitlanmistir. Silipergravite alan denklem-
leri Rarita-Schwinger alanina gbré 1ineer1est%f?fmis ve bu sekilde
spih 3/2 alaninin, bosluk Einstein denklemlerini saglayan bir fonda,
tutarlt bir test alani olarak yorumlanabildigi tartisiimistir.
Newman-Penrose-Debever ve Geroch-Held-Penrose formalizmleri kullani-
larak spin 3/2 test alaninin sagladidir denklemler kullanisli yeni
bicimlere Soku]mustur. Bu yeni bicimler aracili1g1yla ayarla tlretil-
mis ¢Gziumler ayiklanmistir. Sifira donistiriilemeyen siiperylklere
yol acan butin spin 3/2 alanlarinin, D tipi fon geometrilerinde, iki
kompleks séaiar]a tamamen belirlendigi gosterilmistir. Bu skalar a-
tan degiskenlerinin sagladiklart kuplajsiz, lineer kismi diferansiyel
denklemler bulunmustur. Bu denklemler Kerr fonunda dediskenlere
ayirma yontemiyle incelenmis ve bunlarin s = £3/2 Teukolsky denklem-
Teri oldugu kanitlanmistir. Rarita-Schwinger alaninin kara delik te-
dirgenmeleri programindaki dodal yeri bdylece saptanmistir. s = =3/2
Teukolsky denklemlerinin o]ay ufkunda ve sonsuzda regiiler, duragan
cozimleri yoktur. Dolayisiyla, slipergravite alan denklemlerinin Kerr
ailesine surekli bir bicimde baglanabilen, onlari siperyiikle genelle-

yebilen, regliler, duradan, kesin ¢oziimleri de bulunamayacaktir.
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I. GIRIS

1..Kara Delikler ve Sac¢ Yok Teoremleri

Cok yodun kiitleli gk cisimlerinin ve bunlarin dodurdugu siddetli
gravitasyon alanlarinin evrende bulunabilecedini isaret eden ilk calis-
malar oldukca eskidir. 1931'de Chandrasekhar(!) bevaz ciice kiitleleri
icin glines kiitlesi civarinda bir iist sinir bulmus, bir y1l sonra da

2) bu bulusun basit bir agiklamasini vermisti. Kiitleleri

Landau(
Chandrasekhar sinirini asan yi1ldizlarin ne olacagdi sorusu da bovlece
glindeme girmisti. Bu sorunun sasirtici ilk yanitini 1939'da Oppenheimer
ve Snyder(3) vermisti. Oppenheimer ve Snyder modelinde gravitasyonel
¢6kme durdurulamiyor, yi1ldizin biitiin kiitlesi bir noktada toplaniyor ve
uzay~zamanda bir singliler nokta ortava c¢cikiyordu. Cokmiis y1ldizin di-
sindaki aeometri ise Schwarzschild cszmlee(4) acrklaniyor; Schwarzschi?g
olay ufkunun ctesinde y1ldizin gozden kavbolacadi anlasilivordu. Gra-
vitasyonel c¢cokmenin timden kacinilmazli1§i, uzay-zamanda singlilaritelerin
olusmast gibi olgular o villarda bir cok arastirmaciya cekici gelmemisti.
Garipsenen bu sonuclar eldeki modellerin Gzel varsayimlarina, simetrile-
rine badlanmisti. Ornedin Schwarzschild c¢c@ziimi ancak tam kiiresel simet-
rik bir cokme olayr icin gecerliydi; bu da doja da gerceklenmeyebilirdi.
Bu c¢Ozimiin gerci ilginc baska bir Gzelligi de vardi; tekligi kanitlana-
biliyordu. Bjrkhoff(S) daha 1923'de her kiiresel simetrik bosluk ¢cozumii-
niin statik olmasi gerektidini ve Schwarzschild c¢ozimiine doniistiiriilebile-
cedini gostermisti. Yildiz kiitlesi kiiresel simetrik dis geometriyi belir

-

Teyen tek parametre olarak ortaya cikiyordu. Kiiresel simetriden sapma-



lar acaba nelere yolacabilirdi? Bu @nemli soru uzunca bir siire ele
alinamadi. Gravitasyonel -ctkmeve duvulan ilgi, durqun bir dinemin
ardindan, 1950'Terin sonunda yeniden canlandi. 1957'de Regge ve

Wheeler'in<6)

Schwarzschild ufkunun stabilitesini arastirmalari can-
lanan ilgiye ilk Ornek olarak verilebilir. Difer bir oncii calisma da
Lifshitz ve Kha]atnikov(7) tarafindan 1963 'de yapilmis, kliresel simet-
rik durumda kacinilamivan singiilaritenin daha genel durumlarda ne ola-
cagt arastirilmisti. 1963 vilinda biiyiik bir atilim da gerceklestiril-
di; Kerr, bosluk Einstein denklemlerinin yeni bir sinif kesin cozimiini
elde etti<8>. Bunlar iki parametreli, asimtotik diiz ve duradan coziim-
lerdi. Ustelik bu c¢tzimler Schwarzschild geometrisini acgisal momentu-

mun varoldudu durumlara genelliyordu, Boylece kiiresel simetrik olmayan

cokmeler sonunda olusabilecek geometrilere ilk Ornek ele gecmisti.

1965'de cok deferli baska bir sonuc elde edildi; Penrose ilk sin-
glilarite teoremini kan1t1ad1(9). Penrése'un bu makalesi gravitasyonel
ctkme konusundaki onemli veni gelismelerinde baslangic noktasi olarak
alinabilir. Bu calismanin ardindan Hawking ve ﬁenrose'un kanitladikia-
ri1 bir dizi teoremle- o qline dedin valniz Gzel modellerde karsilasilan-
singltaritelerin Einstein kuraminin genel bir 6ngOrisi oldudu anlasildr.
Enerjinin art1 isareti tasimasi, nedensellidinin korunmasi qgibi bir ta-
kim varsayimlar altinda sinqgiilaritelerinin olusmas? kacinilmazdi. Bu
teoremler icin gelistirilen zengin global teknikler gravitasyonel cok-
me sorununa da genel bir yaklasim bicimi sadladi. Kistirilmis kapals
yUzey(]O)‘kavram1 ortaya at1id1 ve olav ufuklarinin global tanimi va-

p1ldi. Kiiresel simetriden sapmalar dlsa bile timden ¢ctkmenin engelle~



nemiyecedi gorildi. Son evrim basamaklarinda biylk y1ldiztarin cev-
resinde kistirilmis kapali yiizeylerin olusmasi qerekiyordu. Bu da
singlilaritelere volacivordu. Dolayisiyla, gravitasvonel ctkme ancak
iki sekilde son bulabilirdi. Karsilasilabilecek birinci durumda,
cokme sonucu dogrudan ¢iplak bir singlilarite olusuyordu. Singlilari-
tenin bir 61ay ufkuvla 6rtiilmedidi bu durumda Cauchy ufuk]arfy]a(]o)
karsilasilmaliydi. Bu ise yildizin uzadinda ée]eceﬁin fiziksel yasa-
Tarla Onceden kestirilmesine olanak vermezdi. Bu nedenle ciplak sin-
gulariteler fizikte onemli bir sorun varatti ve "kozmik sansiir"
hipotezine(]])-d1$ar1anmaya calis1ldi. Kozmik sansiir hipotezinin is-
pat1 ¢ozilmemis temel bir problem olarak halen geﬁe] relativitenin
giindemindedir. Karsilasilabilecek dijer durumda ﬁ§e bir olay ufku
ortaya ¢ikiyor ve bu ufuk, icerisinde parcaciklarin ve fotonlarin hap-
solundudu, singlilaritenin gszden sakland1di bir uzav-zamah bGlgesini
ortuyordu. Botyle bir ¢ikme sonunda varlig1 ancak aravitasyonel etki-
Terle saptanabilecek, pratikte goriinmiiven, kara, gik cisimleri ortaya
cikmaliydi. Bu tir uzay-zaman bGlgelerine 1968'de Wheeler tarafindan
"Kara delik" ismi verildi, Gravitasyonel ¢okmenin mUmkUn bir - ve gele-
cegin onceden kestirilebilmesi varsayimi altinda tek - sonucﬁnun kara
delikler olduju bOylece kesinlesmisti. Bu viizden kara deliklerin dis
geometrjferini betimleyecek biitliin ¢ozimlerin arastirilmasy onem kazanda.
Bu amac¢la kara delik olay ufuklarinin dinamik 6zellikleri irdelendi ve

mumkiin kara delik denge konumlari incelendi.

Olay ufuklarinin varlidi denge konumlari oroblemini _sdyle bicim-

Tendirmistir: Olay ufkundanicerive giren madde ve enerji disaridan g@z-



‘]enemeyecektir. Bu nedenle cdkme siiresince sonsuza gravitasyoné]
dalgalar ya da baska sekillerde 1sinabilecek toplam enerjinin sinir-

11 bir biyukliikte olmas1 gerekir. Eldeki bu enerjinin isinmasi so-
nunda kara deligin duradan bir denge konumuna erismesi beklenir,

Kerr ve Schwarzschild ¢Gziumleri bu tir denge konumlarina bilinen
drneklerdir. Kerr c¢ozimlerinin elektrik yiik1i genellemeleri de 1965'de
bu]unmus(jzl elektromanyetik alanin delik geometrisine nasil bir dam-
ga vurabildigi anlasiimistir. Kerr-Newman coziimlerinde dis geometri-
yi belirleyen yalnizce lic parametrg bulunmaktadir. Bunlar kara delidin
kitlesi, acisal momentumu ve elektrik yikiidiir. Acaba bu iic parametre
kara deligin her dura@an denge konumunu tamamen belirleyebilir mi? Du-
ragan bir genel kara delik c¢@ziimiinde y11dizin miiltipol yapisa serbést—
1ik derecelerine bu denli basit bir bicimde mi vansimalidir? Ute yan-
dan, coken bir yildizda elektromanyetik alanin yanisira diger madde alan-
larinin da bulunmasi distinilebilir. Cdkme sonunda bu alanlar da dis
geometride bazi izler b1rakacak1ar midir? Baska bir devisle, Kerr-
Newman ailesinden daha genel ya da bu aileden tiimden bagimsiz duragan

denge konumlari var midir?

goririz. Wheeler tarafindan "kara deliklerin hic¢ sa¢i yoktur" seklin-
de Czetlenen sonuclar birinci asama olarak nitelenebilir. Bu asamada,
yi1ldizlarin denge konumuna ge¢is i¢in harcadiklari zamanin astronomi 01-
ceklerine gore kiclk oldufu anlasiimis ve "sac vok teoremleri"” diye ad-
Tandirilan teoremler kanitlanmistir. Sa¢ yok teoremleriyle Kerr-Newman

cézumlerine sirekli bir bicimde baglanilabilen, yeni parametreleriyle



bu c¢ozumleri genelleyen c¢tzimlerin bulunmadigs saptanm1st1r.(]3)
Bu teoremler Kerr ailesinden badimsiz baska coziimlerin varligini di-
sarlamamaktadir. 1Ikinci diizeydeki program ise bunun sadlanmas:
yani Kerr-Newman ailesinin tekliginin kanitlanmasidir. Bu proqgram-

(14) (15) 4qin-

lar bugiin neredeyse tamamlanmis durumdadir. Hawking
totik duzlik, uzakta gelecedin kestirilebilmesi, kaynaks1z Einstein-
Maxwell denklemlerinin sajlanmasi gibi varsayimlar altinda genel
duragan denge durumlarinin va statik ya da eksensel simetrik olacagi-

(16)

n1 gostermistir. Statik hal Israel tarafindan kesin sonuca kavus-

turulmus; bu duruma karsilik gelen tek geometrinin Schwarzschild ¢o-
ziimiyle (ya da onun yiiklii genellemesiyle) verildidi kanitlanmistir.

Eksensel sjmetrik halde jse Once Carter(17)

elektrik viiksiiz genel ¢o-
zimlerin jki parametreli, birbirlerinden bagwmsiz, ajleler olusturdugu-
nu ispatiamistir, Daha sonra bu sonuc Robjnson(]8) tarafindan elektrik
yukii de iceren bicimde genellestirilmis ve bu kez c¢bzimler iic paramet-
reli ayri aileler halinde siniflandirilmistir. Carter ve Robinson'un
bu sonu¢lari birer sac yok teoremidir | Bosluk durumunda, Kerr ¢o-
zUmiiniin tek1i§i de 1975'de Robinson(19) tarafindan kan1}1anmws, yuk-
sz bir kara deligdin.duradan denge konum1ar1n1n kiitle ve a¢isal momentum
parametrelerivle tamamen belirlendigi anlasilmistir. Kerr-Newman ¢o-
zimleri icin teklik kaniti heniz verilememisse de, eldeki sonuclardan,
diger ¢ozimlerin - bu]unsa1ér bile - kararli olamayacadini gormek mim-

kiindir.



2. Kara Deliklerin Lineer Tedirgenmeleri

Elektrik ylki bulunmayan, ekseni etrafinda donen, durajan denge
konumundakj bir kara deligin disinda tek mimkiin geometrinin Kerr ¢o-
ziimiyle verildidini belirtmistik. Boyle bir kara delidin cevresindeki
-astrofizikse1 stireclerin incelenmesi ic¢in uvaun bir yol Kerr uzay-za-
maninin lineer tedirgenmelerine bakmaktir. Uzay-zaman tedirgenmeleri-
nin genel ve dikkatli tanimi yapilabilmektedir (20). Bu cerceve i¢in-
de karsimiza c¢ikan iki temel kavram fon geometrisi ve test alam kav-
ramlaridir. Fon geometrisi tedirgemeden Onceki uzay-zaman geometrisi-
dir ve Einstein denklemlerinin bir kesin ¢ozumidir. fest alanlari ise
bu fonda hareket eden, i1k yaklastirma diizeyinde geometrivi etkilemeye-
cek denli klicuk, madde alanlaridir. Bilinen biitiin alanlarin enerji-momen-
tum tensdrlerine ikinci mertebede girmesi nedeniyle bu vaklastirma
tutartidir. Dolavisiyla, verilen fon aeometrisinde test alanlarinin
sag1ad1§1 denklemlere bakil1r. Gravitasyon alaninda ortaya ¢ikan tedir-
gemeler ise Weyl tensorlyle karakterize edilir; bu tenstrin sagladigs
ozdeslikler fon geometrisi civarinda lineerlestirilip incelenir., Weyl
tensoriniin tedirgenmelerinin metrik tensoriniin tedirgenmelerini de sap-

tayacadi gdsteri]mistf?.(Z])

Biz bu calismada yalniz yiiksiiz kara delikler uizerinde duracagiz ve
Kerr uzay-zamanini fon geometrisi olarak ele alacagiz. Kerr c¢ozimleri
icin yay elemam Boyer—Lindquist(zz) (t,r,0,¢) koordinatlarinda ve Ek 1’

deki anlasmalara gore



ds? = (1 -2Mr/z)dt? + (4Marsin2(o)/z)dtde - (3/n)dr? (1.1)

-2de? - sin?(e)(r2+a2 +2MaZrsin?(e)/z)de?
bi¢ciminde yazilabilir. Burada M kara deligin kiitlesi, aM kara deli-
gin_ac1sa1‘momentumudur ve kisaltma olarak A = r2 - 2Mr + a2,
T = r2 + aZcos?e kullamImistir. Bu cozimlerin a2 = M2 kosulunu sag-
lad1gtr kabul edilecektir. Delidin disindaki bdlge A > 0 esitsizl1igi
ile ve olay ufkunun yeri de A = 0 denkleminin biiylik kokiiyle belirlen-
mektedir. Kerr c¢cozimlerinin iki Killing vektori kabul ettigi yukari-
da kullanilan koordinat sisteminde aciktir. Kerr c¢ozimlerinin daha

temel bir simetrisi de vardir. Penrose ve Wa1ker(23)

>
larin bir Ki]]ingAspiner kabul ettigini ve bu niceliin yeni bir hare-

bu uzay-zaman-

ket sabiti tanimladigin1 gostermislerdir. Bu nedenle Kerr fonun-
da jeodezik ve kiitlesi skalar alan denklemleri dediskenlere ayirma
24)

yontemi ile cdzu1eb11mektedir( Bu ozellikler dider tedirgemelerce

de paylasiimakta, tedirgemelere hiikmeden denklemler kuplajsiz adi di-

feransiyé] denklemler bicimine soku]abi]mektedir(25>.

Kerr uzay-zama-
. . (26) (27) .

ninin tedirgemeleri Teukolsky Chandrasekhar ve baska bir c¢ok

arastirmaci tarafindan incelenmistir. Daha Once de Schwarzschild kara

(28) (29)

deliklerin tedirgenmeleri Doroshkevitch al. , Vishveshwara

Price(30) ve digerleri tarafindan c¢ozimlenmisti.

Test alanlarinin spinlerini s ile gOsterirsek, kiitlesiz skalar
(s = 0), nGtrino (s=2 l—); elektromanyetik (s=z1) ve gravitasyonel
tedirgeme (s=12)a1an1ér1n1n Kerr fonunda multipol acilimlary yapi--
1abi1mekted5r. Multipoller £ simgesiyle s1nif1and1r11s1n; monopoller

icin £ = 0, dipol alanlari i¢in £ = 1, vs. olsun. Dinamik tedirgeme-



analizlerinden su temel sonuca ulasilmistir: Gravitasyonel ¢okme
sirecinde, yukarida savilan test alanlarinin ancak £ < is| multi-
polleri korunabilmektedir. Ornedin, elektromanyetik alan yalniz
monopol parcasini (elektrik yiikii), qravitasvonel alan ise hem mono-
pol (kiitleyi) hem de dipol (acisal momentumu) parcasini saklavabil-.
mektedir. Dider bltlin miltipoller va olay ufkundan iceriye ya da
sonsuza .1s1nmakta ve kara delik geometrisinde bir iz birakmamakta-
dir. Bu 6zellik Jgravitasyone] cGkme slirecinde 1sinabilecek her
sey 1s1nacaktir" . seklinde bzet1eneb11ir(3]). Isinabilen multipol-
lere karsilik gelen dediskenlerin ilqing baz1 dzellikleri de goz-
Tenmistir. Bu dediskenler korunan multipolleri iceren degdiskenlier-
den ayri bir bicimde ortava c1kmaktad1f. Teuko]sky(ZG), Newman ve
Penrose forma]izmini(32) kullanarak 1sinabjlen tedirgemelere hik-
meden denklemlerin ortak bir bicimde vazilabilecefini qdstermistir.

, £1, 2) alan1 ¢ ile gdsterir

[SIE

Isinabilen ve spini s olan (s =0, *

ve bu alanin Killing koordinatlarina badimliliginy.
3 = R(r) s(o) et 1™, (L.2)

seklinde alirsak ki, o art1 isaretli bir sabit, m ise dider bir sabittir,

radya1 denklemler

2 e
Ao 4 (A1+s_93_ )+ (K +2is(r-M)K

dr dr A

- 4isor - )R =0 (I1.3)

biciminde yazilabilmektedir. Acisal dediskenler ise



1 (g S,
sin o0 do do
’ (I.4)
2
'(azozcosze - ———97—— + 2asc cos 0 - 2mscoso szcotze + E - 52)5 =0
sin”© sin“o

denklemlerini sadlamaktadir. Burada K (r2 + a2)o + am seklinde
bir kisaltmadir ve ay1rmé sabiti » = E + a202 + 2amo - s{s + 1) ba-

dintisiyla verilmektedir.

Lineer tedirgeme yaklasimi sa¢ yok teoremlerinin kanitlanmasi
icin de yeterli ve elverisli bir ¢erceve olusturmaktadir. Burada sac
yok teoremlerinin Einstein denklemlerinin lineer olmiyan kesin c¢oziim-
leri ic¢in gecer]j oldugu animsanabilir. Lineer olmayan bu problemin
lineer tedirgeme yaklasimiyla ctziimlenebilmesi genel bir gtzleme da-

<33). Lineer olmavan bir denklem sistemi diisliniirsek, bu

yanmaktadir
denklemlerin her kesin cozimiinden lineerlestirilmis bir ¢ozim imal
edebiliriz. ©te yandan denklemlerin kendilerini Tineerlestirip,
bunlardan elde edi]écek Tineer cozimlere bakabiliriz. Her lineer ¢o-
zUmiin Tineerlestirilmis bir kesin ¢oziime karsilik aelmesi beklenemez-

se de bu ¢ozim sinif1 Tineerlestirilmis cozimleri de icermektedir. Bu
nedenle aranan tiote Tineer c¢dzimlerin bulunmadidini adstermek lineer
olmayan teoride de ayn1 tipten ¢iiziimlerin yokludunu kanitlamak i¢in
kullanitabilir. Bu gozlemden yola cikarsak, (I.3)‘den 1sinabilen modla-
rin yeni saclara yolacmayacagi hemen gosterilebilmektedir. ~ Radyal
Teukolsky denklemleri diye bilinen bﬁ denklemlerin duradan (o =0) ¢06-
zimlerine bakilirsa, burtUr cozimlerin va olay ufkunda va da sonsuzda

patladig1 goriilecektir. Dolayisiyla, madde kuplajl1 Einstein denklem-
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lerinin de bu modlarin karsilik gelen duradan, regiiler kesin ¢ozim-
Teri bulunmayacaktir. Ornedin s = =] 6ze11emesfy1e, Einstein-Maxwell
denklemlerinin elektrik dipolu ol¢lilebilecek kara delikleri aciklayan
regiiler kesin cozimlerinin bu]unmad1§1'sonucuna varilabilir. Halbuki,
burada dogrudan ilgilenmedigimiz, monopol test alanina bakilmis ol-

saydi Tineerletirilmis Kerr-Newman coziimii elde edilebilirdi.

3. Slpersimetri ve Superaravite

Kerr geometrisinde ele aldigimiz sﬂf1r durgun kiitleli alanlari
keyfi spinli bir test alaninin ©zel durumlari olarak diisiinmek miumkin-
diir. Keyfi bir fonda,_s1f1r durqgun kUt1é11 ve kevfi s spinli (s > 0)
~ bir test alaninin 2s indisli, tamamen simetrik bir g M 2-spinoriy-

le temsil edilebilecedi bi]inmektedir(34).

Alan denklemlerinin
Minkowski uzaylnda bilinen bi¢cimleri de minimal kup]aj tartismasiyla
basitce gene11estiri1ebi1mekteair. Nitekim Séhwarzschi]d fonunda,

tam say1 spinli haller i¢in, bu denklemler Price(3o) tarafindan ince-
Tenmisti. Boyle bir alanin 2s+1 badims1z, kompleks bileseninin sagla-
d1§1 denklemler Newman ve Penrose (NP) formalizmivle vazilmis ve dura-
gan cozumler hakkinda gene avni sonuca varilmisti: bu tiir ¢ozimler
sonsuzda ve olay ufkunda, iki sinirda birden, sonlu dederiere sahip
olamiyordu. Ne var ki viiksek spinli (s#2, s>1) alan denklemlerinin

(3%). man

bir takim tutarsiziiklari da eskiden beri bilinmekteydi
denklemleri minimal kuplaj yoluyla basitce genellestirilince alanlarin
sadlamalari gereken ek kosullar ortaya ¢1k1yorduu "Bu kosullar yliziinden
itk déger prob]emi 1s1k-gibi ylizeylerde tutar11'bjr bicimde drtaya ko-

nulamiyordu. Ostelik ¢dzimlerin bulunabilecedi fon geometrileri Ulze-
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rinde de kisitlamalarla karsilasilivordu. Siralamada en fnde gelen

Rarita-Schwinger alaninda (s=3/2) bu sorunlarin timinii g6zlemek miim-

kiindiir (36)

Rarfta-Schwinger alaninin gravitasyonla tutarli kuplajr 1976
y1linda sipergravite kuraminin ortava atilmasivla basar11m1st1r(37>(38).
Ustelik elde edilen sonucun cok daha genel bir planda Snemli oldudu
gorulmistir. Silipergravite Einstein kuraminin basit suﬁersimetrik
gene{1emesid1r. SUpersimetri(39) bir derecelendirilmis Lie cebirine
davanan, yerel kuvantum alanlarinin silirek1i simetrisidir. Siipergravite
kuramini ve davandif1 slipersimetri kavramini cekici kilan bazi &zellik-

Teri sdyle sirayabiliriz:

1. Stpersimetri dedisik spinii kuvantal alanlari birbirlerine do-
nistlirebilen, kuvantum alan teorisivle tutarli tek simetri olarak bi-
Tinmektedir. Bu dzellik sayesinde "vol-yok teoremleri" dive anilan
engeller asilarak uzay-zaman ve ic simetrilerin birlestirilmis bir
sekilde ele alinabilmesi mimkiin olmustur. SUﬁergravite Stpersimetri-
nin yerel alan teorisidir. Yerel siinersimetri gravitasyonun ithalini
gerektirmekte; graviton (s=2) ve gravitino (s=3/2) alanlari birbirleri-
ni karsilayan iki ayar alani biciminde ortava c¢ikmaktadir.”™ Ayar teo-
risi yapisi gravitasyonun dider etkilesmelerle birlestirilmesi yolunda
imit vericidirt®0),

2. Sipergravite Einstein teorisini icermektedir. Hamilton yakla-
siminda ortaya ¢ikan badlarin cebirine davanilarak sipergravitenin
Einstein kuraminin kare kokii seklinde yorumu yap11abi1mektedir(41). Bu

anlamda iki teorinin arasindaki iliski Dirac alaniyla Klejn-fordon

alan1 arasindakine benzemektedir.
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3f Superqgravite teorisinin kuvantal Gzellikleri Einstein teori-
sindekilerden daha iyidir. Gravitasyon alaninin kuvantalastirilma-
sinda onemli sorunlarla karsilasilmaktadir. Kuvantalastirilmis genel re-
Tativitede sonsuzluklar ortava cikmakta, teori renormalize edilememek-
tedir. Siipersimetri invaryansi araciligivla siinergravite kurami bu
sonsuzluklarin bir kismindan kurtulmaktadir. ©rnedin, genel relativi-
tenin tersine, slinergravite iki halka diizeyinde renormalize edilebil-
mektedir. Uc halka dlizeyinden ise bu teoride de simetrinin disarla-

yamadigtr sonsuzluklarin bulunmas1 mUmkUndUr(42).

4. Amacg

Bizim bu calismada irdelemeve c¢alisacadimiz soru slipergravite ku-
raminin kara delik problemine neler getirebilecedidir. Klasik genel
relativite cercevesindeki dnemli kara de]ik prob]em]erinin ¢codu tim-
den cdzUmWeq§Jmis durumdadir. Bugiin artik gokylizinde bir c¢ok kara
delik aday1 bulunmakta ve sorunlar, icersinde gozlemin de Gnemli bir
rol oynadi1d1, kara delik astrofiziginde ele a11nmaktad1r(43). Ote
yandan, kara delikler ig¢in Hawking etkisinin(44) bulunmasiyla kuvantalas-
tirma  yolunda onemli ipuclari da ele gecmistir. Icerdigi ilginc
yeni simetriyle siipergravite kurami da gravitasyonun kuvantalastiril-
mas1 yolunda cekici baska bir at1limdir, Kara delikler bu teoride de
ongorilmektedir. Genel relativitede tek kara delik ctzimu olarak kar-
simiza -ci1kan Kerr cozimi sUpergravité alan denklemlerini de sadlamakta-
d1r. Acaba sivergravite alan denklemlerinin, "slpersimetrik kara delik-

ler”  dive adlandiracagimz, daha cenel kara delikleri aciklayan,

vari-klasik cozimleri var midir? Slnergravitede, supersimetri invar-
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«

yansinin dodurdudu, yeni bir korunan nicelik ortaya c1kmaktad1r(45>
SUberyUk diye an11én bu nicelik de kiitle ve acisal momeﬁtum gibi,
sonsuzda bir ylizey integrali aracilivla tanimlanabilmektedir. Stiper-
yUk acaba yeni bir kara delik parametresi olarak karsimiza cika-

cak midir? Ilgilenecedimiz soruyu bu bicimde daha tzelleyebiliriz.
Boylece bicimlenen programin i1k asamasini kuskusuz gene sa¢ yok
teoremleri diizeyindeki sonuclar olusturmalidir. Do]ay1s1y1a, ilk ele
alinmasi gereken problemi soyle saptayabiliriz: Kerr c¢oziimlerine

strekli bir bicimde baglanan, onlari siiperyiikle genelleven, slipersimet-
rik kara delik coziimleri var midir? Ortaya koyacagimiz sonuc bu soru-

nun olumsuz yanit1 olacaktir. Kara deliklerin hic siipersaca yoktur(46)

Yukarida ac¢ikladigimiz problem ilk kez Cordero ve Teite1boim<47>

tarafindan ele a17nm1st1.\ Bu yazarlar, bulduklari tzel bir statik
tedirgeme ©rnedinden yola ¢ikarak sa¢ yok tahminini ortava atmislardr.
Bu tahmini destekleyen genis bir statik tedirgeme sinif1 da Urritia(48)
tarafindan verilmisti. Sunacadimiz tartismada bu tahminin daha genel-
de bile dogru oldudu gdsterilecek ve donen, elektrik viiksiz, sinersi-
metrik kara delikler icin sac yok teoremi kanitlanacaktir. Bolum II'de
siipergravite alan denklemleri ele alinacak ve bu denklemler Rarita-
Schwinger alaninda lineerlestirilecektir. Bu vaklastirmayla s=3/2
alaninin, Einstein bosluk denklemlerini saglavan bir fonda, test alam
olarak tutarli bir bicimde yorumlanabildigi gorilecektir. Newman-
Penrcse—Debever(49) ve Geroch—He1d-Penrose(50) (GHP) formalizmleri kul-
Janilarak test alaninin sagladidi denklemler cok kullanisls yeni bicim-
lere sokQ]acakt1r. Bolum I1I'de sac yok teoreminin kanit1 verilecektir.

Bu amacla once Rarita-Schwinger denklemlerinin siipersimetri donlisiimle-
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riyle s1fira indirgenebilen cﬁzﬁmleri ayiklanacaktir. Sifira donus-
tirulemeyen siiperyiiklere yolacan bitin s=3/2 alanlarinin iki komp-
leks skalarla Kerr fonunda tamamen belirlendifi santanacaktir. Bu
skalar alan dediskenlerinin sadladi1dr kuplajsiz diferansiyel denk-
lemler sunulacaktir. Bu denklemler dediskenlere ayirma yontemiyle
incelenecek ve bunlarin s= +3/2 Teukolsky denklemleri oldufiu gdste-
rilecektir. Rarita-Schwinger alaninin kara delik tedirgenmeleri
programindaki dodal yeri boylece saptanmis olacaktir. Rarita-
Schwinger denklemlerinin, sifira donistirilemeven siiperyiikli, olay
ufkunda ve sonsuzda regiiler, duradan ¢oziimleri bulunmamaktadir. Dola-

yistyla siiperviik de yeni bir kara delik sa¢ina volacmamaktadir.

Calismamiz sonuclarin tartisilmasi ve Ek'lerle son bulacaktir.
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II. RARITA-SCHWINGER ALANININ TEDIRGEME YORUMU

1. Siipergravite Alan Denklemleri

Supergravite kuraminda gravitasyon alani ortonormal tetrad
ei araciligiyla, Rarita-Schwinger alani ise bir Y vektor-

spindriiyle betimlenir. Uzav-zaman ve tanjant uzayl metriklerini,

sirasiyla, guv ve ngp ile gosterirsek, ortonormal tetrad
o8 b -
Mab Su & gpv : (I1.1)
uv .a b ab
Y e]J e\) =n s

denklemleriyle tanimlanir.  Rarita-Schwinger alaninin Majorana kosu-

Tunu:
y =C% o, (11.2)

sagladigir ve spindr bilesenlerinin carpim altinda komutatif olmadigr
varsayilir. C yiik eslenikligi matrisidir. Uzay-zaman izerinde
tanimlanmis bulunan badlantinin metrik ve burulmaly oldufu da kabul

edilir.

Stipergravite alan denklemleri bik varyasyonel ilkeden elde edilir.

Kuramin Lagrange yogdunludu

gf -1 eR - R ghved EUV5Yvawx (11.3)
LK 2

bi¢ciminde yaz1]abi]ir(38). Burada « aravitasvonel kup1aj sabiti,

e = det 2 © ve R egrilik skalaridir. Dirac matrisieri y'larla,
1 ) ' :



_]6,

.. .. . LVDA . .. . . 1230
timden antisimetrik sembol ¢ ile gbsterilmis, e =1 alinms-
tir. Rarita-Schwinger alaninin Dp\yk tiirevi ise
' - 1 ab .
Dp\yk = BDWA + ; w,oab o] w}\ . (11_4)
R ;
%ab ~ o Ya» Ybd (11.5)

seklinde tan1m1anm15t1r. Baglanty katsavilarm “.ab ile simgelenmis-

Bu lagrange yodunluduvla kuru]an eylem integrali

fﬁ d'x | (11.6)

genel re]at1v1dek] Palatini vinteminin bir benzeriyle ele alinir;
-tetrad;baglant: katsayilari ve s = 3/2 alan1 bagimsiz dediskenler
-olarak yorumlanir. Eylemin tetrada gbre varyasyonundan Einstein denk-

lemlerinin simetrik olmavan bir genellemesi

- YR :‘l:_ P MVOT Y Y D ) (11.7)

elde edilir. Bu islemde egdrilik skalarinin

_ C () (11.8)

+
Ruvab u“vab ®a vch

by _ AU g
Rua - & pvab ® R=e Rua (11.9)

denklemleri aracilidwla tanimland1g1 adzetilir, Eylemin baglantt katsa-
yilarina gdre varyasyonundan da burulma tensdriinli s = 3/2 alanina bag-

layan

- |
s@ -5 (v oy ¥) , (11.10)
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ifadeleri elde edilir. Burulma tensorii

a a a
Sy e el ey - (i) (I1.11)

seklinde tanimlanmistir. Varyasyonun bu sekilde cebirsel bir denk-
‘ Teme yolacmasinin nedeni baglantinin metrik olmasidir. Eylemdeki
son bagimsiz deisken wu 've gore varyasyonTa ise Rarita-Schwinger

alan denklemleri

ALV 1 a B
€ (YSYUDva A S ¥ ) =0 (11.12)

bulunur. Bu denklemlerdeki son terim dnemsizdir; bir Fierz ddnisii-

miyle s1fira esit oldudu gdsterilebilir.

Stipergravite kuraminin eylemi li¢ cesit doniisim altinda invaryant-

tirevinin yalnizca antisimetrik

tir. Lagrange yoguniuguna DOWA

parcasi girmektedir. Bu agdzlenince evlemin aenel koordinat ddniisiim-
Teri altindaki invaryansiaciktir. Serbest tanjant uzayvi indisi bu-
Tunmad1@1na dikkat edilince,eylemin tetrad dtnmeleri (yere]_Lorentz
dontisimleri) altinda da degismez oldudu adsterilebilir. Ute yan-

dan infinitesimal sekilleri

@eua - 1K(zyawu) , _ (11.13)
5wu -V (e ; ot 20 o) (11.14)
S6uab = Blab ” _é* ®bu BcaC : ; €au BcbC g (11.15)
B,”" = :gﬁ-(z ¥ va0,%,) oTve | (11.16)

denklemlerivle verilen siipersimetri ddniisimlerinin Lagrange yodunlugu
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Uzerindeki etkisi bir tam diverjans sekline sokulabilir. (Bu denklem-
lerdeki e = e(x) , bilesenleri carpim altinda komutatif olmayan, bir
infinitesimal Majorana spindrinii simaelemektedir.) Dolayisiyla, kura-
min eylemi slipersimetri doniisiimleri altinda da invarvanttir. Uste-
1ik bu invaryansin, sozi edilen dider iki invaryansa gcre, daha temel
bir rol oynadidr komutatorlerin cebirinden gﬁrUlebi]mektedir. orne-
gin, tetrad lzerinde ardarda uyqulanan iki siipersimetri doniisimiiniin
komutatori bir genel koordinat ddniisiimi ve tetrad donmesinin toplami

biciminde yorumlanabilir(®1),

Bu noktada siipergravite kuraminda ortava ¢ikan iki yenilide dik-
kat cekebiliriz. Bunlardan birincisi s = 3/2 alaninin gravitasyonla
kuplajinin tutarly bir bicimde yapilabilmesidir. Genel relativite cer-
cevesinde gozlenen tutarsizliklari yaratan ek kosullar kullanilan
s = 3/2 alan denklemlerinin kovarvant rotasvonu alininca ortaya ¢ik-

maktayd1(36).

Slipergravite de ise ayn1 islem tam bir Gzdesiikle so-
nuclanir. Bu amag¢la DA operatdri (I1.12) lizerinde uygulanir,(II.8) ve
donglisel Gzdeslik

Apvp a _ a _
e (o DS,y 2 ) =0 (11.17)

kullanilir, daha sonra da Fierz diizenlemeleri vamilirsa hic bir ek
kosulun ortaya ¢ikmadidi goriilebilir. Yerel sipersimetri invaryansi
bu tutarlil1§1 gerektirmektedir, Siinergravitenin aetirdidi diger bir
yenilik ise glgbal slipersimetri invarvansindan kaynaklanir. Kuramda
sliperytk diye adlandirilan, korunan yeni bir-spindr niceliai bulunmak-

tadir. Bu spinbf yiikii asimptotik diiz uzay-zamanlarda



1 . .
S - — dsi[y1,y‘]]‘£’j s (1,3 =1,2,3) (11.18)

biciminde, sonsuzda hesaplanan bir ylizey integrali araciligivla ifa-
de edilebilmektedir. Bu ifadenin bulundudu Hamilton vaklasiminda
kiitle ve acisal momentum nicelikleri de benzer bi¢imlerde tanimlan-
makta ve bu l¢ ylizey integrali, uzaysal sonsuzda, diiz uzay-zaman

stipersimetri cebirine gore davranmaktad1r(45) ;

2. Tedirgeme Denklemleri ve Bunlarin Yeni Bicimleri

Siipergravite alan denklemlerinden (I1I1.70) aracilidivla s = 3/2
burulma tensorinin ithalini gerektirdigihi gérmustik. Burulmasiz
baglant1 katsayilarimi wuab<s = 0) seklinde yazar, burkulma (contor-
tion) tensorinu

K =-S5 +S -5 ' (11.19)
BVp Lvp vpn pUV

ve

(S =0) + K (11.20)

“iab - “uab pab

bagintisini animsarsak, E 0 halinde tekrar simetrik baglantiya
taya c¢ikar. Bu 6zel1igi saptadiktan sonra, s1firdan farkli s = 3/2
alanlarinin nelere volacabilecedini incelemek lizere jlk adim olarak,
alan denklemlerini ¥ alanina gore lineerlestirebiliriz. Bu amacla
Rarita-Schwinger alaninda ikinci va da daha viikksek mertebeden terimle-
ri alan denklemlerinde ihmal edelim. Rarita-Schwinger alam burulma

tenstrine ikinci mertebede girmektedir. Dolayisivla, lineer yaklastir-
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ma dluzeyinde burulma tlmden ihmal edilir ve bu yiizden (I1.7) gene

bosluk Einstein denk1em1erine iner:

Ruv = 0. ‘ (IT.21)

Bu kez elimizde bir de (IT.12)den elde edilen
HVPA -
£ YsprpWA =0, (11.22)

Rarita-Schwinger denklemi kalmistir. Bu lineer denklemlerdek Dpw)
tirevi artik simetrik badlantiya qdredir. Ote yandan, infinitesimal
slipersimetri donustmlerini ele alirsak, once (I1.13) ve (II.15) den

elde edilen

sed =0, Su.
u

jab = O - _ (11.23)

denklemleriyle yerel siipersimetri donisiimlerinin bu yaklastirma di-
zeyinde geometriyi etkilemedigini gorlriiz. Rarita-Schwinger alani

ise gene
sY = ———-Due (11.24)

kuralina gore doniismektedir. Dolayisiyla slipergravite, lineer s = 3/2
alan1 yaklastirmasinda, bosluk Einstein denklemlerini sadlayan bir fon
ve bu geometride hareket eden bir s = 3/2 test alani bi¢iminde kar-

simiza ¢ikar.

Elde edilen bu sonuc tabii akla hemen tutarlilik sorusunu geti-

recektir. Ote yandan (1I.234) araciligiyla bir siipersimetri donisi-
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miyle bazr s = 3/2 alanlarinin si1fira indirgenebilecedini goriiyoruz.
Bu islemi dider yonde, bosluktan bir sinif s = 3/2 alaninin tireti-
Tebilmesi seklinde de dislnebiliriz. Ayar doniisimieriyle yaratilan
bu tiir Rarita-Schwinger alanlarinin fiziksel bir ©nemi bulunmavacadi
aciktir. Dolayisiyla, tutarlilik sorusunun vani sira siipersimetri

dontsuimlierinin dodurdudu bir ayiklama sorunuyla da karsi karsivayiz.

Biz bu sorunlari Newman-Penrose-Debever fdrma1izmi diye adlandi-
rabilecedimiz bir cerceve icerisinde ele alacadiz. Bu cerceve iceri-
sinde s = 3/2 alaninl ¥ = ‘{/udxl1 spinor 1-formuyla betimleyecek ve
once Rarita-Schwinger denklemlerinin dis diferansivel formiarla vazil-
ms yeni bic¢imlerini bulacadiz. Dirac matrisleri 1-formunu :

y = yudxU s ba§1ant11—form1ar1n1:wab: wuaquu kurar, dis tirevi d,

dis carpimi A ile gdsterir ve

! ab y (11.25)

Dy = dy +
kisaltmasini tanimlarsak Rarita-Schwinger denklemlerini kolayca
YSYAD\Y - O, (1126)

seklinde yazabiliriz. S$imdi uzay-zamanin her noktasina,ortonormal tet-

rad yerine, 151k gibi bir tetrad dikelim. Bu tetradi belirleven ayak-
- . . . 1sin; reel, m

lar (KU, s Mo mu) vektorleriyle gdsterilsin zu ve n .

ise komnleks, 1s1k-gibi vektorler olsun. Tetrad vektorleri ve skalar-

lar1 ilzerine konan cizgiler komnleks eslenikligi simgeleyecektir. Baz

vektdrlerinin birbiriyle ic carpimlarindan ise yalniz



Zun“ =-muﬁ“ = 1 ’ (11.27)

halleri sifirdan farklir olsun. Tetrad baz 1-formlarini (£,n,m,m)

ile gosterirsek, Ek 1'deki anlasmalara uyan Dirac matrisleri 1-for-

munu

Y = T (11.28)

biciminde buluruz. Dirac matrisleri bu noktadan sonra tartismamizda
hic One ¢ikmayacak ve vy Simaesi baska nicelikler icin kullanilacak-

tir. Rarita-Schwinger alaninin  Majorana olmasini; (11.2) kosulunu

ise, bilesenleri

Ba |
—

y = 2 | (I1.29)

i
i T

bi¢iminde iki kompleks 1-formla belirleyerek sadlariz. Dis formlar

Uzerine konan c¢izgiler de kompleks esleniklidi simaeleyecektir. Son

olarak badlanti terimi wabcab yi ele alalim. Uzay-zaman iizerinde

tanimlanmis simetrik, metrik bagdlant1 s£(2,C) Lie cebirinde dederler

(52)(53)

alan bir baglant1 1-formuyla aciklanabi!ir. Bu badlant1 1-for-

=22



munu

-

de = (Yo

dn =

dm =

dm =

‘(Y0+Yo)/\n+\"2/\m
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* Yo) AL+ 'Y'.i/\-r.n + ?1/\m

+ YoA M (11.30)

(Yo=Y ) Am=+ Yoal + Y1 A

_(Yo- \70)/\[?\+Y2/\,€+?1/\n'

denklemlerince tanmimlanan v, Yl, Yz 1-formlariyla kurabiliriz.

Uzay-zaman baglantisini bu bicimde betimlevince elimize

YO
Y1
wabgab =2
ifadesi gecer. Artik bu

alan denklemlerinin yeni

Y2

-Yo

= 7, (11.31)

bilgileri (I1.26) ya verlestirerek s =3/2

bicimlerini bulabiliriz. Bu amacla da kisalt-

ma olarak
Hl = dF1 + YOA Fl + Yo A Fz (1132)
_ Y
H2 = dF2 - Yo F2 + 11N F1 (11.33)

kompleks 2-formlarini tanimlarsak, Rarita-Schwinqer denklemierinin

Z/\Hl +ﬁ’]AH2

\

nAH, +maH

0
0

(11.34)

9

(11.35)

E

biciminde yazilabilecedini goriiriiz.
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Tutarli111k sorununu cBzimlemek icin Rarita-Schwinger denklemle-
rinin dis tirevilerini alarak ek kosuilarin ortaya cikmavacadini gos-

termeliyiz. Bu isleme girismeden tnce uzav-zaman edrilik 2-formlari

Uzerinde duralim. Uzay-zaman efrili§ini

@D
I

dv, - a4 Y,
o; - vy - 2vA My (11.36)

B, = dY, + 2YOA Y2

denklemleriyle tanimlanan lic kompleks 2-formla temsil edelim. Tartis-
manin bundan sonraki bdliumlerinde bosluk Einstein denklemlerinin sad-
lad1gin1 da varsayalim. Hodge dual operatorini = ile gdsterirsek,

bosluk kabulu altinda edrilik 2-formlars

* - i = I1.37
@k ]@k ’ (k 09152)5 ( )

ozelligine sahiptir ve

o, = S, (lAan -mA M) + Y3 LAam -V nAT
9, = ¥ (£LAan-ma ﬁ)—‘% Lam=+¥ nadi , (I1.38)
0, = —Wg(f,A n-mam) + WHIKA m=-Y,nAm

biciminde Weyl tensériiniin komnleks tetrad bilesenleri (bkz. Ek 2) ve

(53) Simdi tekrar Rarita-Schwinger

baz 2-formlari cinsinden vazilabilir.
denklemlerine donersek; (I11.34) ve (II.35) in dis turevierini alio, ve

bu islem sirasinda (I11.30) ve (II.36) da verilen bilgileri kullanarak
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[El\@o‘*ﬁ/\@1]AF1+[£A®2-I"ﬁA®O]AF2 0
(11.39)

1}
O

na~0 +maAa=o F. + - F
[ X o]"l [mAe2 naolaF,

denkTem1erini buluruz. Bu denklemlerde gdriinen kiseli avraclar ig¢inde-
ki terimlere edrilik z-formtarinin (I1.38) de verilen acik bicimlerini
yerlestirince de bunlarin sifira Ozdes oldudunu saptariz. Dotlayisiyla,

kullandigimiz s = 3/2 alan denklemleri hic pir ek kosula yoTacmamaktad1r

ve tutarlidir.

Tanimladidimiz niceliklerle verel sinersimetri donusimierinin yeni
bicimlerini de kolavlikla bulabiliriz. Kuplaj sabitini e'un yeniden
tanim1 icinde yok ettikten sonra, sliersimetri donistmierinin dis form-

lar cinsinden
¢ > ¢ + De ' (11.40)

seklinde yazilabilecegi aciktwr. Majorana spinéirii e’un infinitesimal

bilesenlerini

.- 2 ) (11.47)
-E,

- - e c" X . - » - -
diye gdsterirsek, slipersimetrs doniisiimleri altinda Fy ve F,'nin davranis-

fari

Fi > Fy + dep * 78,y +’Y252 s ' (11.42)

Foo Fytde, =y e ¥ Mf1 o e it Asnewm (11.43)

L

Karimindedir
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Kullandigimiz bu denklemler GHP forma1izmi(50) araci1igiyla daha
da saydam bicimlere sokulabilmektedir. Bu amacla uzay-zamanda geo-
metrik o]arak belirlenmis iki, reel, 1s1k-gibi vonin bulundujunu ve
tetradin £ ve n ayaklarinin bu ydnlerde secildigini kabul edelim. Bu

iki 1s1k-gibi yOnln invaryant kalmasi kosulu mimkiin tetrad donmelerini

L+ zz8 >
Nz 2z, (11.44)
m->zZ m,

m->z Im

dontisimlerine kisitlayacaktir. Burada z kompleks bir parametredir. Bu

doniistimlerin baglant1 iizerindeki etkisi

y » 2%y
1 -
vz (11.45)
2
dz
.
Yo Y, .

seklinde olacaktir. Edrilik 2-formlarinin (I1.44) altindaki davranislar
ise
@192261

2
®O+®O

8,522 (11.46)

seklindedir. .Bu donisimlerde gozlenen ki ayr1 dayranis tiirtinden yo-

la cikarak biitin tetrad niceliklerini iki sinifta toplayacagiz. 1lginc
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bulacagimiz siniftaki keyfi bir nicelide n dersek, bu sinifi
n ~ zP39 4 (11.47)

davranis bicimiyle tanimlayacadiz - ve (psa) ciftine nicelrdin GHP
tipi diyecediz. Burada p ve q ki tamsayvidir. Ornedin £: (1,1),

Y G (2,0) tipinde niceliklerdir. ©,"1n tipi ise (0,0) dir. (11.47)
ile belirlenen niceliklerin bir derecelendirilmis cebir §1usturdugu
53)

| gbsterilebi]ir< Ote vandan (I1.45) araciliaiyla, yo'wn bu sinif-

tan olmadigini gorliyoruz. Bu nicelik indirgenmis bir asal 1if deme-
tinde tanimlanmis badlanty seklinde yorum1anabilmektedir(54). Bagian-
t1 1-formu yo‘1 kullanarak (I1.47) yi saglayan nicelikler lizerinde ko-
vafyant bir diferansiyel operatori kuralim. Bu operatori d ile sim-

gelersek, n lzerindeki etkisini style tanimlayacagiz:

dn=dn - pyan-aioan (11.48)

Uzay-zamanda iki invaryant, 151k-gibi y@niin bulunmasn halinde, biitiin
tetrad hesap]ar) soziini ettigimiz cebir icine hapsedilebilmektedir. Bu
hesaplar listelik genel koordinat donisimlerine gore invaryant, tetrad
dénmeleri altinda ise kovaryant bir bicimde yapilabilmektedir. Kovar-
vansin nedeni & operatdrin GHP tipini dedistirmemesi; dn'nin da n

gibi (p,q) tipinde olmasidir. Simdi bu derecelendiriimis cebir igeri-
sindeki onemli bazi niceliklere gtz atalim. Once, (11.30) denklemlerin-

den & operatdriiniin baz 1-formlari lzerindeki etkisini okuyabiliriz:
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= v Al + T iam (11.49)
dn =y ame T Al (11.50)
am="ﬁAn+-iA£ s (11.51)
di - Fian sy al (11.52)

(I1.36) ile tanimlanan edrilik 2-formlarina bakti1gimizda ise bunlarin

ikisinin sadece

0y =&y, (11.53)
o =dy (11.54)

biciminde tanimland1gini hemen farkederiz. Geriye kalan 0, 2-formunun

baska bir islevi vardir; biz onu cebirin i¢cindeki Y, Ve, ile birlikte

ddn - ‘D(YIA Y, o )an - q(¥, A ¥

, ¥ 0 )an | (11.55)

taniminda kullanacagiz. Bu vap1 cercevesinde Bianchi 6zdes1jklerinig
yerini ararsak, bunlarin 6zel (II.55) uygulamalari oldugunu gdrecediz.
Bu 0zdesliklerden ikisi dodrudan & nin (I1.53) ve (I1.54) Ulzerindeki

etkileridir. Oclinct Bianchi 0zdes1idi:
a—@ov‘yz,\el—yl/\OZ:O (11.56)

da gene benzer bir bicimde ortaya cikar: yo'1n'tersine, dyo'1h (0,0)
tipine sahip olduguna dikkat edersek, (II.56) nin ayni tir bir uygula-
ma oldugunu antariz.

GHP niceliklerinin ilginc baska bir simetrisi de vardir. Ossu is-

lemi diye anacagimiz ve

£ =n, m =m, n' =&, m'=m (11.57)



;ek]inde tanimlayacagimiz dénisiimleri ele alirsak, formalizmdeki her
niceligin ve denklemin bir Ussi simetriginin bulundugunu gosterebiliriz.

(p,q) tipindeki bir nicelik lizerinde bu islem
(R)'=(n") L (= (1P T 9, (11.58)

ozelliklerine sahiptir ve n'vi (-p, -g) tipinde bir nicelige, Ussuli

esine gotlriir. Kovaryant a'operatéru bu islemden etkilenmeyecektir:

Yo T Y Yo o= T (11.59)

Y=y, 0} =0 , 0o =-o ] (I1.60)

ve (I1.49) ile (II.54) arasindaki her cift denklem numarali bagintinin
bir Ustiindekinin lissii simetrigi oldudunu belirtelim. Dolayisiyla, GHP
formalizminde temel yap1 denklemleri olarak (I1I.49), {II1.51) ve (II.53)'l

alabilir, digerlerini bu denklemlerden lissii islemiyle elde edebiliriz.

. D1s formlarla yazdigimiz denklemlerin tetrad bilesenlerini alarak

skalar denklem takimlari elde etmek de cok kolaydir. NP spin baglant

katsayilarim
Y, = Y& +€&n - am - g0, (11.61)
Y1 = —gf - xn + om ol (11.62)
Y, = vE + mn - Am -~ pho (11.63)

.

ac1limlariyla tamimlar ve dis tiireyi yonsel tiirevier cinsinden

dn = £an + nDn - mén - fén _ (I1.64)
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seklinde yazarsak bu islemleri NP forma]izminin\standard notasyonuyla
yapabiliriz. GHP formalizmini kullanacaksak bu kez badlanty 1-formu

Y01

Y = -€0 +el’ +g'm-gm' (11.65)

o]

seklinde yazar, kovaryant yonsel tiirevleri
In=LEn+L'Bn-n%n-m %y } (11.66)

ile belirtir ve bu arada Y, nin yi » ©, ninde ei olduguna dikkat ederiz.

GHP formalizmi bize elemanlar (II.47)'11e belirlenen bir derece-
Tendirilmis cebir ve bunun lizerinde (1I1.48) ve (I11.55)1e tanimlanan d
operatdorini sagladi. Ustelik istersek denklem sayisini da lssu islemi
kullanarak yary yariya azaltabiliyoruz. Simdi Rarita-Schwinger alaninin
bu yap1 ic¢inde nereye oturdugunu gorelim. Unce W'nfn (1I1.44) ile tem-

sil ettigimiz yerel Lorentz donlsiumleri altindaki tavrindan,F; ve-Fq'nin

Fi: (-1,0)  »  Far (1,0) (11.67)

dir. Tabii, Majorana spindri e'unun infinitesimal bilesenlerinin de
tipleri gene e;: (-1,0) , e,: (1,0) dir. Rarita-Schwinger alan 2-form-

larina baktigimizda, (I11.32) ve (II.33) in

- : 11.68

H2 =§F2 +’?{1/\F1 . : . (11.69)
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seklinde ortaya ¢ikt1din1 hemen gorebiliriz. Yerel siipersimetri do-

nlisimleri ise

Fis Fyovder = v, (11.70)

Fz ” Fz i ng the (I1.71)
biciminde yazilabilmektedir. Ustelik F, = iF{ ; H, = iH] ve

€9 ﬁ‘ ie] ©6zelliklerini de gdsterebiliriz. Dolayisiyla, bosluk
Einstein denklemleriyle belir]eﬁen,iki invaryant, 1s1k-gibi yone sahip,
fon geometrilerde: (a) Rarita Schwinger test alam (-1,0).tipinde bir
Fy 1-formu ve bunun Ussi simetrigiyle betimlenir. (b) Tutarly alan

denklemleri (II.34) ve bunun lssill esiyle verilir., (c) Supersimetri

donlstmleri (I11.70) ve bunun issiu simetriginden ibarettir.

Son 51arak stipersimetri donlisimlerinin s = 3/2 alan Z-formlars
H, ve H; tizerindeki etkisini saptayalim. (I1.70) ve (I1.71)i (11.68)'e
ryerlestirir; e, Uzerinde (I1.55) kuralin1 kullanir ve (I1.54) tanimindan

yararlanirsak

Hy » H + e,0 + ¢80, R (11.72)
davranisini ve bu denklem lzerinde Ussl islemiyle de

- - + [N 11.73)

Ho»Hy - g0+ 18 s ( )

doniistmiini buluruz. Bu donisimlerin alan denklemlerini sonlu e; ve
e, i¢in bile korundugunu gostermek (I1.39) da karsilastigimiz basit

Ozdesliklerin kamtlanmasina esdederdir.
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ITI. SAC YOK TEOREMININ KANITI

1. Ayarla Tiretilmis Cozimlerin Ayiklanmas1

Gecen bolumde, bosluk Einstein denklemlerini saglayan bir fon

geometrisinde, tutarli s = 3/2 alan denklemlerini

ZAH1+T-H/\H2=O , , ' (I11.7)

nAH +maH

) =0 (111.2)

seklinde kompleks Hy; ve H2 2-formlary cinsinden basitce yazmistik.
Bu denklemlerde ortéya cikan Hy ve H, 'nin baz1 ilging Gzellikleri

vardir. Rarita-Schwinger denklemlerinden bu 2-formlarin

*H, = -iH; s - *Hy, = -iH» ' (ITI.3)

0zelligine sahip olduklarini hemen gosterebiliriz. (II1.3) Rarita-
Schwinger denklemlerinin dualite donmeleri a1t1ndak1’degismez11g1n1(55)
yansitmaktadir. Ote yandan H; ve H, nin tetrad bilesenleri dinamik
degiskenlerdir. Bulunacak ¢ozimlerin regiilerligini saptamak icin

H, ve H, nin regulerligini incelemek yeterlidir. Bu Gzellikler de
s = 3/2 alaninin Hamilton tipi cozimlemeleriyle bu1unmustur(56)(57),

Dolayisiyla tartismamizda temel nicelikler olarak H; ve H, yi alacagiz.
Ayarla tiiretilmis cozimler bir slpersimetri donusumiyle ortaya
c1kan, ters donlsimle de sifira esitlenepjlen F,ve F, ye karsilik gelir-

Ter. Baska bir deyisle bu tlir ¢Ozimler salt ayardjr. Bu siniftaki en



genel ¢oOzim biciminin
Fr= dep + ve, , (I111.4)

Fo= dep v v, (111.5)

oldugu (II.70) ve (II.71) den goriilebilmektedir. Boylece tiretilmis

cozimler dicin alan 2-formlarinin

Hl Eleo + 82@2 ’ . (111.6)

Hy = - 28y + ey (111.7)

seklinde olacadi da hemen (II.72) ve (I11.73) den okunabilir. (III.6)

ve (II1.7) nin (III.4) ve (III.5) in saglanmasi i¢cin gerekli kosullar
oldugu aciktir: eder elimizde bir (e;,e,) ¢ifti varsa (II11.6) ve (III.7)
saQ]anatakt1r. Cbzuﬁ]erde bir ayiklamaya girismeden once bu kosullarin
ayni zamanda yeterii olup olmadigina egilmeliyiz. Yani, (II1.6) ve (III.7)
ile verilen her H; ve H, nin bir ayarla tiretilmis cozlme karsilik

(58) tara-

gelecedini saptamaliyiz. Bu problem Aichelburg ve Urbantke
fandan incelenmistir. Biz tartismamizda bu sorunu soyle bi¢cimlendirecediz:
Hy ve H, nin (I1.68) ve (11.69) 1a verilen genel tanimlara GHP opera-

tori & uygularsak, (II.SB) araciligiyla

JH1+YZA HZ:GOA Fl+ o2~ B (111.8)

§H2+'Y1/\ H, =-@OA Fo + 00~ Fy (IIT.9)

bagintilarinm buluruz. Bu islemin ardindan denklemlerin sol taraflarina

(I11.6) ve (III.7) de verilen bicimleri yerlestirir ve bu arada Bianchi-
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pzdesliklerini kullanirsak

(Jer + vye,) A O @e, v ve)ro, =6 A F oA F o (111.10)

o Z

‘(JEZ + 'YlEl) A OO + <JE]. + Y2€2) ~ @1-:— @O/\ F2 + @1 "N Fl (III.]l)

denklemlerini elde ederiz. 1ki tane fark 1-formu:

x;p = Fy -dep - vpep

X2=F2-E£2-yj€1 (III.

tanimlayarak da, (II1.10) ve (III.11) 1

X1 A O

Xo A O

seklinde yazabiiiriz. Ote yandan, (II1.12) ve (IfI.13) le belirlenen

(Fy , Fy ) ¢iftinin de ayn1 H; ve H, ye karsilik gelmesi kosulu nede-

niyle
CTXI‘*'YZ/\ X2=O N (III.
J—Xé *yyaxp =0 ’

olmalidir. Dolayisiyla sorun (I1.16) ve (I1.17) yi de saglayan, sifir-
dan farkli x; ve x, lerin bu]uﬁup bu]unamayaca§1d1r. Eger s1fir-
dan farklt bir (x, , x,) varsa (II1.6) ve (III.7) yeterli kosul olamaya-
caktir. 1lgilendigimiz kara delik problemi icin bu sorunu Petrov si-
n1flandirmasinda tipi D olan fon geometrileri cercevesinde'e1e almak

yeterlidir. Bu noktadan sonraki tartismalarimiz yalniz bu tir bosluk

uzay-zamanlari icin gecerli olacaktir.

, | (111.

X2 ~ 0, , , | (111.

X1 A0 R _ (I11.7°

(111.1

1
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Fon geometrisini D tipi uzay-zamanlara Gzellemenin uygun bir
yolu £ ve n baz 1-formlarini Weyl tensoriiniin cakisan, asal 1s1k
gibi yonlerinde secmektir. Bu secimin sonunda NP niceliklerinde

6 =u=k=v=0 (111.18)

Yi= ¥3= ¥ = Y= 0 (11119)

“basitiikleri elde edilir. Genel bicimleri (I11.29) T1a verilen egrilik

2-formlart da

6, = Y, An-=-mam)
Oy = - Lam (111.20)
@2 = _\Pz naaA m

durumuna iner ve fonun edriligi Weyl tenstriniin sifirdan farkli tek
bileseni V¥2  tarafindan belirlenir. ¥,=0 hatinde Minkowski uzayina
gecildigi,v, # 0 durumunda ise bu l¢ kompleks 2-formun Tineer bagim-

s1z oldugu aciktir.
Simdi, aradigimz x, ve x, yi baz 1-formlar1 cinsinden
x] = AL + Bin - Cim - Cyf

Xy = Ayl + Bon - Com - Cyf (111.21)

seklinde acalim ve bu genel acilim (III1.20) de verilen ifadelerle
birlTikte (II1.14) ve (II1.15) e yeriestirelim.¥,#0 varsayim altin-

da bu islem bizi

1}

Xy = Bn - G (111.22)

X, = C L - Bym
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sonucuna gotirir. Boylece problem sifirdan farkl, (0,1) tipinde bir
By tetrad skalari ve bunun Ussili esinin saptanmasina indirgenir.
Bu da (11.16) ve (III.17) ye basvurularak saglanabilir. Cunkii, bu

denklemlere (II1.22) de verilen ifadeler yerlestirilince

@By -¥iC1) & n = (dC,- v,Bi)a m

(111.23)
@Cy -7,B1) A £ = @B1- 71C1)a | -
kosullari ortaya ¢ikar. Bu kosullarin ise ancak
ds, - 7C-0 (I111.24)
ICy - ,By=0 (111.25)

halinde saglanabilecedi hemen gosterilebilir. Son olarak (I1I11.24) lize-
rine & operatdrini uygulayalim. Bu islem sirasinda (II.55), (II.53)

ve (I11.25) kullanilirsa, saglanmas1 gerek}i
+ C1§1= 0 (IIIZ6)

denklemi  bulunug. D tipi uzay-zamanlar i¢in egrilik 2-formjar1n1n

Tineer badimsi1z olmasi nedeniyle bu denklemin tek ¢Gzumi
Blz Cl = O (III‘27)

dir. Ayn1  sonuca (III.25) le baslayip (II1.24) nin Usstliu esini

bularak da erisebilirdik. Dolayisiyla, elimizde
X1 = Xg = 0 (111.28)

durumundan baska bir imkan yoktur; (II1.6) ve (III.7) ayarla tiretiimis
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cb;Um]er icin hem gerekli hem de yeterli kosullardir.

Bu gozlemin 15137 altinda artik fiziksel ilgingc1igi bulunmayan
ayarla turetilmis cozimleri ayiklayabiliriz. Bu amacla genel bir
(Hy , Hy ) ¢iftini edrilik 2-formlarinin lineer kombinezonlari sek-

Tlinde acalim:

i}

H1 aO@O+ a10, + 62@2 . (III.ZQ)

H

b 6.+ b,6; + by0, (1I1.30)

2 o)

Bu acilimlarda edrilik 2-formlarini carpan nicelikler gerekli GHP
tiplerine sahip tetrad skalarlaridir. Bir siupersimetri donisimiyle
a ve ap den kurtulabilecedimiz (11.72) den agikca gorilmektedir.

Ayiklamaya, genellikten hi¢ bir sey yitirmeden,

Hl = 410, s ’ (1113])
Hy =B o by07 + by, (111.32)

ac1limlariyla da baslayabiliriz. Geriye kalan biitlin terimler de bagim-
s1z degildir; verilen her (Hy , Hy ) Rarita-Schwinger denklemini sag-
Jamalidir. Bu nedenle de

b
‘£’2o

- wyb, = 0 (111.33)

olmalidir. Ute yandan slpersimetri donistimlerinin a; ve by, Vi
etkilemedigini gene (I11.72) ve (II.73) arac111§1yla goriyoruz. Dolayisiy-
ta, D tipi geometrilerde, ayar]a‘tUretilemeyen her s = 3/2 alani icin,

H, ve H, cok basit

Z
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Hi = a10; . (III.34)

Hy = bye, , (111.35)

bicimlerine sokulabilmektedir. H, ve H, nin bu bicimlere sokulabil-
mesi, verilen cozimin siipersimetri dontisimleriyle sifira indirgenememesi

i¢cin hem gerekli hem de yeterlidir.

Bu noktada elimizdeki problemle Minkowski uzay-zamanindaki s = 3/2
aian]ar1 arasindaki onemli farklari belirtmek yararlidir. Diiz uzay-za-
manda sUpersimetri donisiumleri Hy ve H, yi de§istiremezler. Ayarla
tUreti]misycdzUm1er icin Fy ve  F, kesin T-formlardir. Dolayisiyla
F, ve F, kapalyr T-formlardir. Bu bze111k1ef1n ters bi¢imde siralan-
mas1 da yerel olarak dogrudur: kapali F; ve F, 1-formlar: kesindirler
de. D tipi uzay-zamanlarda ise ayiklama islemini H; ve H, yi kulla-
narak kolayca gercekiestirdik. Bu islemle ancak Wéez ve Yoep tipi te-
rimlerin elde edi]dig?;étggilirse, Minkowski uzay-zaman1nda ayart sapta-
yacak bir (e1 , ez) ¢iftinin bulunamayabilecedi aciktir. Bu nedenle D
tipi fonlarda ayarla tlretilmis bir ¢oziumln diz uzéy—zaman Timiti ayni
tlrden cImayabilir. Gravitasyon alaninin cebirsel yapisina dayanan bu
ozellik i1k kez Cordero ve Teite]boim<47) tarafindan verilen o6zel ¢Gzlm-
de gozlenmis ve kara delikler icin sac yok tahmini'bu gozlemden kaynak-

Tanmisti.

2. Kuplajsiz Alan Dediskenleri

Ayarla tiretilemeyecek coziumler icin s = 3/2 alan 2-formlarinin

bicimlerini (111.34) ve (II1.35) iie saptamis durumdayiz. Bu denklemle-
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re‘bakt1g1m1zda, a, 1in (-3,0) tipinde bir tetrad skalari oldugunu

ve b, nin onun Ussull esine b= ia; biciminde baglandigin1 gori-
yoruz. Simdi de Rarita-Schwinger test alaninin salt bu iki kompleks
skalarla temsil edilebilecedini gosterecediz. Baska bir deyisle, a3
ve b2 nin F1 ve F2 nin butln tetrad bilesenlerini tamamen belir-
Tedigini kanitlayacagiz. Bu skalar alan degiskenlerinin ¢ok onemli
bir 6zel1igini de, sagladiklari kuplajsiz diferansiyel denklemleri
bularak ortaya ¢ikaracagiz. Bu amacla once (III.8) ve (III.9) a geri

donelim ve Hy ve Hy nin (II1.34) ve (III1.35) de verilen bicimlerini

bu denklemlerin sol tarafina yerlestirelim. Bu islem bize

da) ~ o1 = (2a3v1 = F1)ao_ = (Fp = bovs)a 0y s (111.36)

dby m 05 ==(2by7, + Foleo + (Fy - a1y1)r o (111.37)

kosullarini verecektir. Sonra da alan 1-form1ar1n1h tetrad bilesenlerini

Fuo= Ny - Lyn - Mpmo= My

=\

(111.38)
F, = Ny£ - Lon - Mym=- M, T | (111.39)

ac1limlariyla tanimlayalim. (II1.36) ve (I11.37) nin skalar esdegerleri-

ni bulmak icin bu acilimlarr (III.20), (11.62) ve (I1.63) ile birTikte

yerlerine yeriestirelim. Boylece

M, = (B+ 20)a (111.40)
Ny = (7 + 21)a, (111.47)
M, = (B'+ 20" )by . (111.42)

(%’ + 2¢')b; (111.44)

—
N
n



ve

Np = My (111.45)
M =Ly (111.46)

denklemlerini buluruz. Burada gene y #0 varsayimi kullanilmistir.

Tetrad bilesenlerinden dgrdunin a, ve b, cinsinden belirlendigi

-40-

artik aciktir. Geriye L, ve M, kalmistir. Bu degiskenlerin durumunu

incelemek icin Ek 3'de verilen Rarita-Schwinger denklemlerinin GHP
bicimi kullanilabilir. (III.40) - (II1.46) kisitlamatarini Ek 3'deki

denklemlere yerlestirirsek, L1 ve M1 icin

'Ly = (B- oM, (111.47)
BLy= (-1, . (111.48)
ZoM = (BT- 0" My, (111.49)
EM, = (B- 0N, (111.50)
takimin1 elde ederiz. Ute yandan, temel denklemierimizden
Hy =dFy + v, ~ Fp = 310 ~ (I111.51)
in tetrad bilesenlerini acikca yazinca, gene L, ve M, i¢in (bkz.
CEL=BN ¢ (B - My - T (111.52)
% LM, e (57 - o)L, - BN | (111.53)
T =T ¢ (B - 0Ny - T L (111.54)
EM=FL, + (T-M - %Ly (111.55)

Fk 3)

denklemlerini buluruz. (111.46) nedeniyle M, , L, in Usst simetrigine

orant111 olmalidir; bu gozetilince yukaridaki denklemlerin. Ussu islemine

gore tutarls oldugu barizdir. Dolayisiyla, dnce yalnizca L, in durumu-
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nu saptayabilir sonra da _M1 icin Usst islemine basvurabiliriz. Bu
receteyi kullanabilmek icin ise L1 ile M, in kuplajlarini coze-
bilmemiz gerekir. Kuplaj cozimi sOyle yapilabilmektedir: (I11.48) e
yonsel GHP tirevi B’ (I11.52) ye de B tiirevini uygulayip (::E.té'jl_l
komutatorini kuralim. GHP komutatSrlerinin genel ifadeleri Ek 2'de

verilmistir. Il1gilendidimiz komutatdri L, ic¢cin dzeller, gerekli yerlere

chci Ozdesliklerini ve Rarita—Schwinger denklemlerini yerlestirirsek,
“Foly = BENy - B, ¢ (v - ) [(F w0, ¢ (250,
BT - oM T (7 - (B - oM , (111.56)

ifadesini buluruz. Tabii, M1 bu ifadenin Ussuli esiyle:

'-\PZMZ - E{f,[_z -E?Nl + (T = ?.> I:(

N
+
A
\/\
=
Pl

+
—
o

+
ot
g

=
-
ol

tBI(E - oM (T-c ) B -0 M  (111.57)
verilecektir. Bu denklemlerin sag taraflarinda daha once durumlarini
¢ozimledigimiz dort bileseni goriiyoruz. Dolayisiyla, L, ve Mi in
temel alan degiskenleri a, ve b, nin lclnci ve daha kiiciik mertebe-
den tlrevleri cinsinden yazilabilecedi ortaya ¢cikmistir.
Simdi temel denklemlerden (II1.51) i yeniden ele alabilir ve yukari-
daki tartismada kullanmadigimiz bilesenine bir goz atabiliriz. Bu

bilesen bizi yeni ve Onemli bir sonuca gotlirecektir. Unemlj

bilesen (I11.51) deki £ am terimidir:

~

(7= 3Ny - (B'- o' )My = —v,3, ‘ © (I11.58)

Bu ifadedeki N, ve M, in a, cinsiden yazitabildigini artik biliyo-
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ruz. (II1.58) e (II1.40) ve (I1I41) de verilen ifadeleri yerlestirirsek,

salt a, icin

[(E-0)0E +2) - (2 -5)Z +20) -9, [ ay =0 (111.59)

denklemini buluruz. Diger alan degiskeninin sagladigr denklemi ise

gene Usslu islemiyle kolayca ele gec{rebiliriz:
[(B -o)(P'+20) - (% -3)(% +2c') - %, ] by =0 (111.60"

BGylece problem biyik bir basitlige eristi: Rarita-Schwinger alaninin

D tipi geometrilerdeki c¢Ozlmlemeleri salt a, ve b, araciligiyla
gerceklestirilebiliyor. Bu skalar alan de§iskenleri lstelik ikinci
mertebeden, kuplajsiz, lineer kismi diferansiyel denklemler sagliyoriar.

Artik tartismamizi Kerr uzay-zamanina ozelleyebiliriz.

3. s=+3/2 Teukolsky Denklemleri

Kerr fonunda (II11.59) ve (II1.60) degiskén]ere ayirma yontemiyle
coziilebilmektedir. Bu 6zel1igi gostermek i¢in yine Boyer-Lindquist
koordinatlarinda calisalim ve (I1.1) deki kisaltmalari kultanalim.
Uzay-zamanin her noktasina Kinnersley tetrad1n1(59) da dikelim. Kullan-

d1gimi1z koordinat sisteminde Kinnersley tetradinin ayaklarini

= [(r2 +a%)/s, 1,0, a/b | (111.61)
nt = [ 2+ a2, - 8,081 /2 (111.62)
m* = [dasine, 0,1,1/sino | / [V2(r+iacose)] ~ (I11.63)

ile temsil edebiliriz. Bu tetrad secimi sonunda NP spin baglanti
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katsayilarinin sifirdan farkly olanlar:

1

o = -{r - facose)”
© = -iapdsin(e)/v2 , w2 -1 = iap2sin(e)/V?
po=o-p' o= p?pa/2 . o =7-8 (111.64)
8 = -pcot(e)/(2/2) : v o= u o+ ep(r-M)/2

seklinde buiunacak ve Weyl tenstriintin s1firdan farkli tek tetrad bi-
leseni
Y, = M3 (111.65)

ile verilecektir. Bu bilgiler (I11.59) ve (III.60)da koseli ayraclar
icerisindeki diferansiyel operatorleri kurmak icin yeterlidir. Bir
yandan bu operatorleri kurar dider yandan da alan dediskenlerinin koor-

dinatlara bagimliligim

‘ iot _ime
= v 111.66
ay R_3/2 (r) 5_3/2 (o) e e (I11.66)

by = @3R3, (1) S3y, () glol g1me (111.67)

seklinde alirsak, (I11.59) ve (I11.60) 1

+ o~ 4 +
R Y . R .
[A ﬁgqiﬁﬁt + gi7;565§ 410(r+1aco&3)} R_3/2 S_3/2= 0 (I11.68)
- ~/- B
7 D+ ZT X - dis(r+iacose) | R Sy, =0 (III.69

bicimine sokabiliriz. Burada Chandrasekhaf1(27> izleyerek, denklemleri

&%: 3+ ..if_.—»'r n r-M

r A A
e AP £ S O el | :
X, v R B (111.70)
= + + f t@
5¢€M a@ Q0 nco
ot

H& =5, - Q +ncoto
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operatorleri cinsinden yazdik. (1.2) deki gibi, gene ¢ pozitif bir
sabit, m diger bir sabittir ve K = (r2+a2)g+am, Q = acsine+mcoseco ,

» ise bir reel sayidir. Operattrlerden ;bx ve ngf1n koordinatlar-
‘dan  yalmiz r ye bagiml1 oldugunu, 5(; ve 5f;T1n ise salt @ y1 icer-
digini goruyoruz. Dolayisiyla, artik tekdiize dediskenlere ayirma ve
terimleri toparlama islemlerine girisebilir, radyal ve acisal degisken-
ler icin dort tane, kuplajsiz, adi diferansiyel denklem bulabiliriz.

Bu islemleri tamamlayinca da radyal ve a¢isal denklem ¢iftlerinin bir

ozelligini gozleriz: ¢ift olusturan diferansiyel denklemler ortak bir

bicimde yazilabilmektedir. Boylece buldugumuz denklemler

-3/2 143 2424 (e

Bt T2 g, )~+[.ié§liﬁ~ﬂlﬁ T ior - ] R, =0 (IIL.7
dr dr 73/, A “3/,

ve

I 9 (sine L s, )~ (1111

sing de do- "3/,

La202c052@ _ M, 3apcose ¥ MCO3O 3 o2 4 E - 2 is.. -0,

sine sinZg 4 4 "3/,

dir. Burada » = E + a2¢2 + 2amo - (9:6)/4, ayirma sabitidir. Simdi
tekrar (1.3) ve (I.4) e bakip buldugumuz denklemlerin Teukolsky denklem-

Terinin s = +3/2 durumlarindan baska bir sey olmad1gint gorebiliriz.

Rarita-Schwinger alaninin kara delik tedirgemeleri problemindeki do-
Jal yerini boylece saptamis olduk.  Simdi once a¢isal denklemlere egile-
1im ve (II1.72) nino =0ve o =rn de regliler olmasini sinir sartlars

"y m
olarak kosalim. Bu kosullar altinda (I11.72) ayirma sabiti E = 13/2E£ (ao



icin bir Sturm-Liouville Gzdeder problemi olusturur. Burada £, sabit
m ve ao icin bulunacak dzdegerleri siniflandirmaktir. En kiiclik ozde-
der icin £ = max (|m|, 3/2) dir. 0 0= = araliginda tam ve orto-
gonal olan karakteristik fonksiyonlar spin agirlikly siferoydal har-
monik]er(26) sinifindandir. Ayirma sabitini bu sekilde belirledikten
sonra radyal denklemlere bakalim. (III1.71) in ic¢ singliler noktasi var-
dir. Dider spin hallerinde oldugu gibi, o # 0 icin, denklemlerin regii-
singlier o
ler o]mayan/noktas1 sonsuzdur, regliler singiiler noktalari ise o = 0
denkleminin iki kokiyle verilmektedir. Dolayisiyla ¢ # O olunca radyal
denklemler yeni transandantal fonksiyonlar tanimiarlar. Bu calismada
esas ilgilendigimiz c¢ozimler ise duragan (¢ = 0) olanlaridir. Bu amac¢-
la (III.71) in analitik ozelliklerini o = 0 halinde incelersek, say-
di1gimiz lc¢ singliler noktanin da regiiler singiler noktalar oldudunu go-
rirtiz. Duradan hal ic¢in (111171) hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

kesin olarak csz]ebilmektedir(25>(60). (II1.71) in sonsuzda ve olay

ufkunda regiiler olan duragan ctziumleri yoktur.

Rarita-Schwinger alanina gore 11neer1e5tir11mi$ slipergravite alan
denklemlerinin ayarla tiretilemeyen her duragan ¢@zimin ya sonsuzda ya
da olay ufkunda patladigin saptamis durumdayiz. Dolayisiyla, siper-
gravite alan denklemlerinin Kerr ailesine sUrék]i bir bi¢imde bagianabi-
len, onlari siiperylikle genelleyebilen, regliler, duradan, kesin cozimle-
ri de bulunmayacaktir. Siperyiik parametresine sahip her kesin, duragan
coziim bir sipersimetri dansUmUy1e Kery ailesi icine indirgenebilecektir.

Kara deliklerin hic siper sac1 olmadigini boylece kanitlamis oluyoruz.

455



—dE-

IV. TARTISMA

Slpergravite kuram bize tutarli bir s = 3/2 alani kavrami kazan-
dirdyr.  Kuramin siipersimetri invaryanst ise yeni bir ayiklama sorunu
getirdi. Calismamizda, ayiklama islemi Once genel bir p]anda incelen-
di, sonra da D tipi uzay-zamanlar icin acikca tamamlandi. D tipi
‘ fonlarda, ayarla tiretilemeyen her s = 3/2 alaninin iki kompTleks ska-
larla tamamen belirlendigi ve alan denklemlerinin kuplajsiz, lineer
kismi diferansiye1 denklemlere indirgenebildigi kanitlandi. Bu denk-
Temlerin degiskenlere ayirma yontemiyle incelenmesi ise yalnmiz Kerr
forunda ele alindi. Boylece, Rarita-Schwinger alaninin gravitasyonel
¢Okme siirecinde koruyabilecedi bir multipotu buTunmadi1gr, siperyiikiin
bir kara delik sacina yolagmadigi saptands. S1f1r'durgun kiitleli,
0,+1/2, +1, +2 spinli alanlar i¢in ortak bicimleri gnceden bilinen
kara delik tedirgeme denklemlerinin s = 3/2 durumuna da genellenebil-
digi gosterildi. Kerr fonunda, Rarita-Schwinger denklemleri s = +3/2

Teukolsky denklemlerine indirgenebiliyor. Dolayisiyla, alanin bi-

tin multipolleri 1sinabilen tirden. Gergek¢i bir c¢okme siirecinde
Rarita-Schwinger alani da bulunacaksa, bu alanin bir kismi olay ufkun-
dan iceriye geri kalan1 da sonsuza 1s1nacak. Cékmenin sonunda, duragan
denge konumuna erismis bir kara delik lzerinde de s = 3/2 alaninin

izine rastlanmayacak. Elektrik yUki bulunmayan, ddnen bir kara deligin
Kerr tipi duradan denge konumlari gene yalnizca kutle ve acisal momentum
parametreleriyle belirlenmekte. Elde ettigimiz sonucu Wheejer'1n<6])

resmine (bkz. Sekil 1) yeni bir niceligin, gravitino dalgalarinin eklen-

mesi seklinde yorumlayabiliriz.
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2 ﬁ S GRAVITINQ M

DALGALAR]

ACISAL KUTLE LEPTONLAR
MOMENT M \ /BARYONLAR
ELEKTRIK 3 ELEKTROMANYETIK vs
YUK " £ <+=GRAV| TASYONEL
DALGALAR

I

e KUTLE
e ACISAL MOMENTUM

e (FLEKTRIK YUK)

o o e ad g
o v =g /’
,I

Sekil 1. Kara delige atilan cisimler, bu arada gravitino
dalgalari da, kimliklerini yitirmekte, kara delik lzerinde

bir iz birakmamaktadir.
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| Isinabilen alanlarin neden yeni saclara yolacmadigint anlamak
icin cokme siirecinde tedirgemelerin dinamigini incelemek yararlidir.
Schwarzschild fonunda Price'1n<3o) yuksek tam say1 spinli, si1fir dur-
gun kitleli alanlart ele aldi§ina dedinmistik. 0 calismada, tedirge-
melerin dinamik cozimlemeleri kurulan etkin potansiyeller araciliy-
la yap11m1s, yeni saclara izin vermeyen potansiyellerin genel bicim-
Teri tartisitmisti. Teukolsky denklemlerinden reel, etkin potansi-
yeller kurmak i¢cin gelistirilmis bir yontem vardwr(27). Schwarzschild
fonunda s = +£3/2 alani icin bu sekilde etkin potansiyelier kurulunca,
bicimlerinin Price'in verdigi olcltlere tam uydugu gorilmektedir. Dola-

yisiyla Price teoremi(3]) Rarita-Schwinger alani icin de gecerlidir.

Elimizdeki problemin dogal bir uzantisi, verilen tartismanin
Kerr-Newman fonuna genellenmesidir. Elektrik yiikli, donen kara delikler
icin de benzer bir sac¢ yok teoremihin kanitlanabilecedini tahmin ediyo-

(27)

ruz. Ote yandan s = +3/2 Teukolsky-Starobinski ©zdesliklerinin

(62) etkin potansiyeller i¢cin yapti§1 ilging goz-

mas1, Chandrasekhar'in
lemlerin s = 3/2 alanina genellenmesi gibi sorunlary ¢ozimlemek de
yararli olacaktir. Bu ¢alismada sunulan ayiklama isleminin,egrilik
2-formlarinin lineer bagimsiz oldugu baska problemlerde de ise yarayaca-
gini, dediskenlere ayirma isleminin ise biitin D tipi fonlarda gecerli

olacagini saniyoruz.

Tartismamizin basinda stpergravite kuraminin kara delik problemine
yeni neler gétirebi]ecegini sormustuk. Elde ettigimiz sonuc¢lar kura-
min kara;de]ik problemine temel bir yenilik getirmedigi yolunda. Bu

konuda kesinlemelere girismek icin vaktin erken o]dugu kanisindayiz.

aran-
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Icerdigi ilgin¢ simetriye ve matematiksel yapisini anlamak i¢in
harcanan emeklere karsin, silipergravite kuraminin heniiz tam anlasilma-
mis yonleri vardir. Urnedin infinitesimal bicimlerini inceledigimiz
stpersimetri donistmlerinin sonlu bicimleri henlz acikca yazilabilmis
degildir. Kuramda ortaya cikan, carpim altinda komutatif olmayan nice-
Tiklerin doyurucu yorumlari da henliz verilememistir. Biz bu calismada
alan denklemlerini yari-klasik bir bicimde ele aldik. Lineer yaklas-
tirma nedeniyle sozinl ettigimiz zorluklarla kars11asmadik. Proble-
min buglinkl yetkinlik dlizeyinde, kuvantalastirmanin getirebilecekleri-
ni kestirmek glic gorinliyor. Sipersimetrik kara delik cozimlerinin
tekTik sorununa egdilmeden Once global dzelliklere ayrintiyla yer veren,
matematiksel yonden daha dikkatli calismalarin tamam]anmas1‘da

gerekiyor.
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EKLER

Ek 1. Anlasmalar

Uzay-zaman indisleri Yunan harfleriyle a,...,us..., gosterilir ve

0,1,2,3 degerlerini alirlar.

Tanjant uzay1 indisleri Latin alfabesinin genellikle ilk harfleriyle,
a,b,c..., 1le gosterilir ve 0,1,2,3 degerlerini alirlar. Metinde
betirtilerek Latin indisleri 1,3,k,0,1,2 ya da 1,2,3 degerlerini ala-

Tabilir.
Tersi belirtilmedikce, tekrarlanan indisler lzerinde toplama yapilir.
Uzay-zaman metriginin sinyatliri (+,-,-,-) dir.

Dirac matrisleri Ty {ya, yb} = Z”ab ile tanjant uzayi metrigine

gore tanimlanmistir ve vyg = Yo¥,Y,Y, dir. Yuk eslenikligi matrisi

C = iy v, dir. Hermit eslenikligi + ile, transpozisyon T ile goste-
O

tilmistir. Spindr sdzcigu 4-spindrler icin kullamiimistir. SpinOr v

T +
icin ¥ = vy dir.

e}
v

A

Geometrize birim sistemi kabul edilerek ¢ = G = 1 alinmistir.



Ek 2. GHP Formalizmi

Metrik ve simetrik baglantiya gGre kovaryant tiirev asagida v, ile

gosterilmistir. UssU islemi icin bkz (I1.57).

(a) NP Spin Baglanti Katsayilari:

K= - =mef g ., o=-2 =m mov, L
B o B o
,p=‘u'=mamBVB£a 3 T=—ﬂ'=manBV5Za
__;_-l a B _—@B
B = -a's= E-(n m Vg Zu meom v m )
€= ' :%(n%g e -t f )
(b) Yonsel GHP Operatorieri:
Bn= (Y -pe-gén , Fn- (nyu + pe’+ g€’ )n
_ ) y _
% = (mUVU pg v qE)n s D@m= (mV, o+ pEt - q8)n
(c) Weyl Tensoriniin Tetrad Bilesenleri:
N A a B ,y 8
Yo=Yy s CaByS £5m” £ m
, Ll o B,y o8
¥y = ¥y = Ca6¥5 £5n" £ m
e 1 aﬁyé_aﬁy—r-né
Y, =¥, = - E'CQBYé(K n© £ n" - £47 nom )

(d) Ricci Uzdeslikleri

(Bosluk ve (IIT1.18), (I11.19) varsayimlari altinda)
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(e) GHP Komutatorleri:

(Bosluk ve (III.18), (III.19) varsayimlari altinda)

)

(BB -BE n=[(f-)% « (c- )% - ple; - wx')malTz - 7))
(F% -TE In=[e% -7 +alp') ]n
(%% = %% =[5 - e"F+ (6 - 5)F + pleo’ + ) ~a(F5' ~ 522]‘

(f) Bianchi Uzdeslikleri ve Baz1 Kullanisli Bagintilar:

(Bos]uk ve (II11.18), (II1.19) varsayimlari altinda)

F ¥y = 3p¥2
% Y, = 31y,
;5/T =7
7! -y - pp'-p'p
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k. 3 Temel Denklem]erin Tetrad Bilesenleri

Rarita-Schwinger alaninin tetrad bilesenleri ic¢in bkz. (II1.38) ve

(I11.39). s = 3/2 alan denklemlerinin NP bicimi i¢cin bkz. Kaynak 63.

(a) Tetrad Bilesenlerinin GHP Tipleri:

Ll = '\NIZ : (O,]) N Nl = ']LL . ('29 "-‘)
M, - iM'Z D=2, 1), M= Ry (0, -1)

(b) Rarita-Schwinger Denklemlerinin Tetrad Bilesenleri:

(bkz.(11.32)-(I1.35). Burada spin katsay1lari c=x=i=v=7 varsayilacak-

tir.)

ve bu denklemlerin Ussilu esleridir.

(c) (II11.51) in Tetrad Bilesenleri:
(Bosluk ve (II1.18), (I11.18) varsayimlar altinda)

SEOMy s (R -t M s Ny = 0

o
—
1
Frd
+
=

72»JM1 - 7; ‘ﬁl + (Q - E)Nl + (5I - pl)Ll + Crlﬁj =0

(27 - TN, - (E7-7"IM + 30 =0
%

( ’T)Nl"(f"p‘)Ml‘plNz:O
(77- <)Ly - (E - o)Ms oMy =0
(% =%, - (F )M + M- o'lz =0
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