
, • • 
Rl:fEht.. ..... 

BANACH UlAYLARINDA 
tlDOsor~ KAVRAMININ BtR GENELLESTtRtLMESt; 

LtNEER OLMAYAN DENKLEM VE VARYASYONEL EStTStlLIKLER 
tLE tLGILl BAlI SONUCLAR 

(Do~entlik Tezi) 

Dr.Ali Olger 



OZET 
SUNUS 
BOLOM I: ON BILGILER 

I C I N D E K I L E R 

KISIM 1.1- BANACH UZAYLARININ GEOMETRls; lLE1LG1Ll 
ON BiLGtLER 

1.1.1- Kesin-Konveks Banach Uzaylar1 
1.1.2- PUrUzsUz Banach Uzaylar1 
1.1.3- DUzgUn-Konveks Banach Uzaylar1 
1.1.4- Yere1 DUzgUn-Konveks Banach Uzaylar1 
1.1.5- DUzgUn PUrUzsUz Banach Uzay1ar1. 

KISIM 1.2- LtNEER OLMAYAN OPERATORLER tLE iLG1Ll 
ON BtLG1LgR 

1.2.1- Monoton ve h-sUrekli OperatHrler 
1.2.2- P-monoton Ope~atHrler 
1.2.3- DUalite Operator1eri 
1.2.4- Gateaux TUrevi ve A1t-Gradyan 

BOLUM II: IZDOSOM KAVRAMININ, LINEER OLMAYAN 
OPERATORLER TEORISI YARDIMI ILE, BIR 
GENELLESTIRILMESI 

KISIM 11.1- GENELLE~T1R1LM1~ DUAL1TE OPERATORtERt 

K1SIM 11.2- REFLEKStF BANACH UZAYLARINDA T-tZDU~UM 

Sayfa 

J 

II 

1 

1 

1 
4 
6 
7 

10 

11 

12 
13 
15 
16 

18 

30 

Bt1LOM III: LlNEER OLMAYAN DENKLEf'1 VE VARYI\SY0NEL ESlTSIZLlKLER 
ILE lLGlL1 BAlI SONUCLAR 43 

KISIM 111.1- ~-Tlpt OPERATORLER lLE vERtLM1~ 
VARYASYONEL E~tTstZL1KLER1N GHZUMUNUN 
VARLIel UZERINE 

KISIM 111.2- A(u)=f DENKLEMtNIN COZUMUNUN VARLlel 
UZER1NE BAZI SONUGLAR 

SONUC 
KAYNAKLAR 

43 

51 

67. 

69 



{1 Z E T 

Burada sundu~urnuz ~all~rna u~ bolurnden ve her bolurn de iki 

k,s,rndan olu§rnu§tur: 

KISIM I.l'de Banach uzaylarlnln geornetrisi ile ilgili temel 

kavrarn ve ozellikler toplanrnl§tlr. 

KISIM I.2'de lineer olrnayan operatorler ile ilgili bazl ta

nlrn ve sonu~lar yeralrnaktadlr. 

KISIM II.l'de dualite operatorleri genelle§tirilrni~ ve bu 

'operatorlerin ozellikleri incelenrni§tir. 

KISIM II.2'de, refleksif Banach uZaylarlnda, "T-izdu~lim" 

adl altlnda bir izdU~urn kavrarnl tanlrnlanrnl~ ve, herhangi bir tD
operatorU T i~in, T-izdu§urn operatorunun ozellikleri incelenrni~tir. 

'" .. KISIM III.l'de, refleksif Banach uzaylarlnda, M-tlpl opera-

tBrlere bagll olarak verilrni~ varyasyonel e~itsizliklerin ~ozurnU

nun varll~l gosterilrni§tir. 

KISIM III.2'de, bir Banach uZayl E nin bir (konveks olrna

yan) alt ktirnesi D Uzerinde tanlml, bir A operatorU i~in, A(u) = 0 

(A : D -+ E'), A(u) = Jq,(u) (Jq, bir dUalite operatorUdiir) ve 

A(u)= u (A : D -+ E , u .. D) e~itliklerini.n ~ozUrnUnUn varllr,l tizerine 

bir dizi onerme ve teorem verilmi~tir. 
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SUN U S 

Bu ~all~ma li~ bollimden olu~mu~tur: 

B6LUM I: 6N B1LG1LER, 

B6LUM II: lZDUSUM KAVRAMININ, L1NEER OLMAYAN OPERAT6RLER YARDIMI 

lLE, B1R GENELLE$T1R1LMES1, 

B6LUM III: L1NEER OLMAYAN E&ITL1K VE E&ITS1ZtlKLER UZER1NE BAZI 

SONU(LAR. 

B6LUM I'de ~all~mamlz i~in gerekli kavram ve bilgiter top

lanml~tlr. Bu bolUm iki klslma ayrllml~tlr: 

KISIM I.l'de Banach uzaylarlnln geometrisi ile ilgili te

mel bilgiler yer almaktadlr ki bunlar: a) Kesin-konveks (Strictly 

Convex) Banach uzaylarl, b) PlirUzsliz (Smooth) Banach uzaylarl, 

c) DUzglin plirlizsliz (uniformly smooth) Banach uzaylarl, d) Dlizglin

konveks (uniformly Convex) Banach uzaylarl, e) Y~rel dUzglin-kon

veks (locally uniformly convex) Banach uzaylarl ile ilgili tanlm 

ve sonu~lardlr. 

KISIM I.2'de lineer olmayan operatorler ile ilgili bilgiler 

yeralmaktadlr ki bunlar: a) Monoton operatorler, b) h-slirekli 

(hemicontinuous) operatorler, c) p-monoton (pseudo-monotone) ope

ratHrler, d) Dlialite operatorleri, e) Glteaux tlirevi ve alt-grad

yan kavraml ile ilgili tanlm ve sonu~lardlr. 

Bu bollimde bir ka~ basit onermenin ispatlndan ba~ka ispat 

verilememi~, aneak, her onerme i,in gerekli kaynak gosterilmi~tir. 

Gall~manln esas klsmlnl B6LUM II ve BnLUM III olu~turmakta-

dlr. 

B6LUM II'de yapllanlarl a~lkllk ile anlatabilmemiz i,in 

a§agldaki tanlml burada hatlrlatmak gereklidir kanlslndaYlz. Bu 
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tanlmda (E, I I II) bir refleksif ger~el Banach uzaYl, (E', II II') 

onun duali ve T : E ~ E' bir operatordur. E' ile E araslndaki do-

gal dlialiteyi <.,.> ile gosterece~iz. 
E' , E 

TANIM A- i) Her u,v £ E i~in, u t. v olmak uzere, 

<T(u) - T(v), u-v> > 0 
E' ,E 

ise, T ye "kesin-monoton"dur, denir. 

ii) Her u,v,E ve O~t~l i~in, 

lim <T(u.t(v-u», v-u> = <T(u), v-u> 
t~O+ E' ,E E I, E 

ise, T ye "h-sllrekli'tdir, denir. 

iii) u IE E sabitlendi~i zaman, Ilvll nin u ya baRIl, Ilull 

slnlril kaldlp;l zaman slnlrll kalan, bir a(llull) saYlslndan buyUk 

degerler i~in, 

<T(v-u), v> > 0 
E 1 ,E 

ise, T ye "koersif", denir.11 

9imdi, T : E ~ E' kesin-monoton, h-surekli, koersif ve 

T(o) = 0 alan bir operator ve K da E nin bir bo, olmayan kapall 

ve konveks alt kUmesi olsun. Bolum II'de yanltlamaya \all,tlp;lmlZ 

SORULAR ,unlardlr. 

Sl) Her u IE E i\in, a,ap;ldaki (I) varyasyonel e,itsizli~ini 

saglayan bir ku £ K varmld,r? 

(I): Y v t K, <T(k -u), ku-v> < O. 
U E' , E 

Iyok iyi bilindi~i gibi, e~er (H,<» bir ger~el Hilbert uzaYl ve 

K da H nin bir bOl olmayan kapall ve konveks alt kUmesi ise, u f H 

nln K uzerine metrik izdu,UmU Pku, 

(I' ) Y v K , 

varyasyonel elitsizli~ini sa~layan K nln tek elemanldlr. Ba,ka bir 

deyim ile Pku (I') varyasyonel e,itsizligi ile de tanlmlanabilir. 
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Yukarldaki sorunun altlnda yatan du§unce budur.] 

82) E~er, her utE i~in, (1) varyasyonel e§itsizli~ini 

sa~layan bir ku e K var ise, bu ku tek midir? u £ K i~in, ku = u 

IDldlr? 

83) E~er, her u E E i,in, (I) varyasyonel e§itsizli~ini 

sa~layan bir ku £ K var ise, u € E ~ ku E K operatorunun ne gibi 

ozellikleri varda? [Bilindi!!,i gibi, Hilbert uzaylannda ve, daha 

genel olarak, yerel duzgUn-konveks Banach uzaylarlnda, u -+ p\(u 

operatoru surek1idir~ [Bolum II.2'ye baklnlz.) 

84 ) Ei>,er, her utE i~in, (I) varyasyonel e§itsizli~ini 

sa!!.l a ya n b ir k u € K va r is e, u €. F ~ T (k u - u) e E' 0 per a tor U nUn 

ne gibi Hzellikleri vardlr? [ailindiRi gibi, Hilbert uzaylarlnda, 

u • H -+ Pl(u-u H operatoru monoton ve surekl idirJ . 

Bu sorularln anlamll olmasl, her §eyden once, Eden E' ne 

giden, kesin-monoton, h-surekli ve koersif olan operatorlerin 

varllAlna baAlldlr. l§te, BolUm II'nin birinci klsml, Klslm 11.1, 

bu i§e ayrllml§tlr. 

KI8IM II.l'de, kendisi ve dUali kesin-konveks olan bir 

Banach uzayl-bu uzaYln refleksif olmasl gerekmiyor- verildi~inde. 

bu uzaYln ikinci duali (E",IIII ") nUn, norm-topoloji i,in yoRun 

olan ve E yi i,eren, bir II alt kUmesi Uzerinde tanlm1l, II dan E' 

ne giden "kanonik',' operatorlerin varllt\l gosterilmi§tir. Bu opera

torler, uzay refleksif oldugu zaman k1asik dua1ite operatorlerine 

([Browder, l,2,3J, [Lions, lJ, [Vainberg, 2J) donU§mektedirler. Bu 

nedenle bu operatorlere "genelle§tirilmi§ dUalite operatHrleri" 

ad. verilmi,tir. Bu operatHrlerin kesin-monoton, h-sUrekli ve 

koersif olduklarl ispatlanml, ve di!!.er bir ,ok ozellikleri ince

lenmi§tir. 

KI8IM II.2'de Tanlm-A daki i), ii) ve iii) Hzelliklerine 

sahip herhangibir T : E ~ E' operat5rUne "izdU~ilren operatBr" 

k.sa olarak,"lD-operatHrU
H 

adl verilmi§ ve yukarlda slralanan 

81 ), 8 2), 8 3 ) ve 84 ) sorularlna YANIT olarak §unlar gosterilmi§

tir: 
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Yl 2) Herhangibir ID-operatnrU T : E + E' verildi~inde, her , 
u €. E i<;in, bir ve bir tek, ku <: K (1) varyasyonel e§itsizli!\ini 

sa~lamaktadlr. Ayrlca, u £ K i,in, ve yalnlz bu u lar i<;in, ku=u 

dlr. 

(I) varyasyonel e§itsizli!!;i ile tanl",lanan bu ku £: K elema

nlna "u nln K Uzerine T-izdU§UmU" adl verilmi§tir. 

Y3) u ~ E + ku <: K operatorUnUn yarl-sUrekli (norm-zaYlf 

sUrekIi) bir operator oldu~u ispatIanml§ ve, K kUmesi yerel-tlklZ 

oldu~u zaman, aynl operatorUn sUrekli oldugu gosteriImi§tir. 

Y 4) u ~ 

Ii (norm-zaYif 

E + -T(k -u) € E' operatorUnUn monoton, yarl-sUrek
u 

YildlZ sUrekIi) ve sinirll oldu~u gosteriImi§tir. 

Ayrica, T operatorU olarak bir dUalite operatorU aldl~lmlz

da ku nUn p~u ya e§it oldu~u gozlenmi§tir. 

Bu konuda vurgulanmasi gereken bir nokta da §udur: T-izdU

§Um kavraml metrik izdU§Um kavramlndan daha genel bir kavramdlr. 

'T-izdU§Um, u 

<;ali§ t1 i\lm1Z 

+ k ~ K operatorUnU tan1mlayabilmemiz i,in Uzerinde 
u 

uzaY1n bir normlu uzay ,01mas1 §art degiidir; herhangi 

bir yerel konveks Hausdorff topolojik vector uzaYinda da T-izdU§Um 

kavram1n1 tan1mlar, 

ri inceleyebiliriz. 

T-izdU§Um operatorU, u + k ~ K nin ozell ikle
u 

Ama, ger<;eklerden uzakla§mamak ve tamam1yla 

varsaY1mlara dayanan bir <;er<;evede <;al1§mak durumunda kalmamak 

i<;in, Banach uzaylar1nda <;aI1§mak ye~lenmi§tir. 

B6LUM III'de iki kis1ma ayr11m1§tlr. 

KISIM III. 1 II'" . M-t-p1 operatorier ile verilmi§ varyasyonel 

e§itsizliklerin <;HzDmUnUn varl1R1 Uzerine" ba§11gln1 ta§lmaktadlr. 

Bu klSlm BolUm ll'nin bir uygulamasl niteligindedir. Burada gaye

miz, A E + E' bir ~-tipi, on-koersif operator, K ~ E konveks ve 

kapall bir kUme ve fEE' verildi~inde, 

(II) V v ~ K, <A(u)-f, u-v> < 0 
E' ,E 

varyasyonel e§itsizli~ini saglayan bir u G K nln varllRlnl gnster

mektir. [Brezis, rJ de bu tip operatorler, tan1mlanml§ ve incelen

mi§tir. Ayrlca, aynl yapltta, Brezis A(u) =fdenkleminin <;HzUmUnUn 
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varll~lnl gostermi~tir. Ancak, (II) tipi bir varyasyonel e~itsiz

ligin, A bir ~-tipi operator oldu~u zaman, ~ozUmUnUn varll~l, bil

digimiz kadarl ile, henUz gosterilmi~ de~ildir. Burada yapllanlar, 

bir ol~Ude, bu bo§lu~u doldurmaya yoneliktir. 

KISIM 111.2 "A(u) • f denkleminin ~ozUmUnUn varll~l Uzerine 

bazl sonu~lar" ba§llglnl ta§lmaktadlr. Bu k,s,mda bir Banach uzayl 

(E, II II) nin bir alt kUmesi Ii Uzerinde tanlmll, Ii den Eye, veya 

E' ne, giden bir A operatorU i~in, A(u) = 0 (0 €: E'), A(u) = Jq, (u) 

(jq, bir dUalite operatorUdUr) ve A(u) = u (u ~ D) e§itliklerini 

sa~layan bir u ~ D elemanlnln varl,g, ile ilgili bir dizi onerme 

ve teorem ispatlanml§tlr. Bu onerme ve teoremlerden bir k,sm, bilinen bazl so

nu~larl genelle§tirmekte, di~er bir klsml ise, kanlmlzca,bazl yenilikler i~er

mektedir. [15rnei\in, Teorem II1.2.l, Il1.2.2, II1.2.3, rn.2.4J. 

Burada ispatlanan onerme ve teoremlerde vurgulanmasl gereken bir 

nokta da "konveks"ligin kullanllmamasldlr. 15rnegin A(u) • u sabit 

nokta teoremi konveks olmayan bir D kUmesi i~in ispatlanml~tlr. Bu 

klslmda verilen teoremler tipinden teoremlerin ispatl, genellik

Ie, [Browder, 4.5J de verilen "sabit nokta" teoremleri tipinden 

sonu~lar kullanmaktadlr. Sabit nokta teoremlerinde de konveksli-

. ~in onemli rol oynayl~l, sonu~ olarak, bu teoremlerden yararlana

rak ispatlanan teoremlere de yanslmaktadlr. Biz burada [Browder, 

4,5] tipi sabit nokta teoremleri yerine "topolojik derece" teori

sinden [Leray-Schauder] yararlandlk. Iyu teoride Uzerinde ~all§tl

~lmlz D kUmesinin konveks olmasl gerekmemektedirJ. Ayrlca, bUzUle

bilir (Shrinkable) kUmelerin onemli ozellikleri incelenmi§ ve §,m

diye kadar konveks kUmeler i~in verilen bazl sonu~larln IJnerme 

111.2.4 ve Teorem 111.2.4 gibiJ bUzUlebilir kiimeler i~in de ge~er

Ii oldugu gosterilmi§tir.// 

Burada sunduAumuz ~all§mada yeni DIan veya yenilik 

klslmlar, kanlmlzca, §unlardlr: 

i~eren 

1) KISIM II.l'de, Bishop-Phelps teoremi yardlml ile genel

le§tirilmi§ dUalite operatorlerinin tanlml ve bu operatorlerin 

ozelliklerinin incelenmesidir. 

2) KISIM II.2'de, T-izdU§Um kavraml; ve herhangibir 1D-ope

ratHrU T den itibaren,T-izdU§Um operatorUnUn ozelliklerinin ince

lenmesidir. 
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~ 
3) KISIM 1lI.l'de, M-tipi operatorlere ba~ll olarak veril-

mi~ varyasyonel e~itsizliklerin ~ozumunun varll~lnln gosterilmesi

dir. 

4) KISIM 1II.2'de, Verilen Teorem ve ~nermelerden ~nerme 

111.2.2 ve ~nerme 111.2.7 hari~ di~er sonu~lardlr. 



BOLOM I: MN BtLGtLER 

Bu bolUmde ~all~mamlZ i~in gerekli olan temel kavram ve 

bilgiler toplanml~tlr. Burada ifadeleri verilen oneme ve teorem

lerden sadece birka~lnln ispatl aktarl1ml~, di~erleri i,in ispa

t1n bulunabilece~i kaynak gostermek ile yetinilmi~tir. Ko~eli pa

rantez i,indeki isim ve saYllar bibliografyadaki yazar ve onun ya

pltlnl bildirmektedir. 

BolUm r, iki k,slma ayrllml~tlr. K1Slm I.I'de Banach uzay

larln1n geometrisinin temel kavramlarl ile ilgili; Klslm I.2'de 

ise lineer olmayan operatorler ile ilgili, bilgiler yeralmaktadlr. 

KISIM 1.1- BANACH UZAYLARININ GEOMETRlst 1LE tLGtLl TEMEL 

KAVRAMLAR 

Bu tezde kullanaca~lmlz bUtUn vector uzaylarl ~ Uzerinde, 

(ger,el) uzaylardlr. 

NOTASYON: Herhangibir Banach uzaYl (E,II II) i,in, (E',II II') ve 

(E" ,II 11") ile onun birinci ve ikinci topolojik dUallerini gos

terecegiz. E ve E" nUn elemanlarlDl U,v ... gibi; E' nUn elemanla

r1ni ise f,g ... gibi, harfler ile gosterecei\iz. Ayr1ca, B(E) ile 

E nin kapall birim yuvarlnl ve S(E) ile de E nin birim kUmesini 

gosterece~iz. Ayn1 ~ekilde, E' ve E" birim yuvar ve kUreleri 

B(E'), B(E"), S(E') ve S(E") ile gostirilecektir. 

1.1.1- KES1N-KONVEKS (Strictly-Convex) BANACH UZAYLARI 

Banach uzaylar1 normlar1n1n -ve dolaYlslyla birim kUrele

rinin- sahip olduklarl ozelliklere gore ,e~itli slnlflara ayr11-

maktad1rlar. Bunlardan 'kesin konveks' s,n,f,n, olu~turanlar, a~a-
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~ldaki tanlmlnda da ifade edi1di~i gibi, birim kUresi "yuvar1ak" 

01an1ardlr. 

TANIM 1.1.1- (E,II II) bir Banach uzaYl olsun. E1\er, S(E) nin iki 

ayrl noktaslnl bir1e~tiren do~ru par~asl, S(E) yi bir U~UncU nok

tada kesmiyor ise, (E, II II) ye bir "kesin-konveks Banach uzaYl" 

dlr, denir. 

Ana1itik olarak, bu tanlm a~a~ldaki ifadeye e~de~erdir: 

u,v €. S(E), u f: v, 0 < A < 1'* Au .. (l-A)v f S(E). 

1\RNEKLER: 1) (S, A, ).I) herhangibir lil~Um uzayl olsun. Lebesque 

uzay1arl E" L~(S), 1 < p < "", lIuli p " [ s l u IP d).l]l/P, Minkowski 

e~itsizliginin bir sonucu olarak, kesin-konveks Banach uzaylarl

dlr. 

2) Eler, M bir kesin konveks Young Fonksiyonu ve n da 

mn nin bir H1~Ulebi1ir alt kUmesi ise, Orlicz uzaylarl EM(Q) ve 

LM(Q), Orlicz ve Luxemburg normlar1 i~in, kesin konveks Banach 

uzaylarldlr[Sundereson, s: 1353-5(1 Or1icz uzay1arlnln tanlml i~in 

[Krasnoselskii-Rutinckii] ye bak1nlz. 

Refleksif Banach uzaylarlnln kesin-konveksli~i i1e ilgi1i, 

Aspulund'un [Aspulund, (I klasik "renorming" teoreminden biraz da

ha kuvvet1i olan a~a~1daki teorem vardlr. 

TEOREM 1.1.1- (Brezis-Crandall-Pazy,r): (E,!.I I'r) bir refleksif 

Banach uzaYl ve a (. Ill, a > 1 bir sayl, 01sun1ar. Bu durumda, E nin 

Uzerine Hyle bir II 

1 I I I I < a a 

ve 

1 
I I I' 

a a ~ 

sa~lanlr ve, (E, I I 

I I 

I I 

I I norm koyabilirizki, bu norm i~in a~a~ldaki a 

I I a I I I I ~ a 

I I ' a I I I I ~ a 

I I a) ve (E',II I I ' ) uzaylarl da ayn1 zamanda a 
kesin konveks 01ur1ar. I I 

Bu teoreme gHre bir refleksif Banach uzaYlnln normu Hzde~ 

bir norm ile de~i~tirilerek,uzayln kendisi ve dUali kesin-konveks 
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yapl1abi1ir. t1eride, gerektiRinde, ref1eksif Banach uzay1arl ve 

on1arln dUal1erini kesin-konveks olarak alaca~lz. 

Kesin-konveks Banach uzay1arl i1e i1gi1i, ileride ku11ana

caRlmlz, iki oneLme de ,un1ardlr. 

IlNERME 1.1.1- (E,II II) dUali kesin-konveks alan bir Banach uzaYl 

ve u £ E\{o} olsun. Bu durumda, f(u) = Ilull e,it1igini sa~layan 

bir, ve bir tek, f E S(E') vardlr. 

tSPAT: Boy1esi bir f, Hanh-Banach teoremine gore, vardlr. E~er, 

f den farkl1 bir g €. S(E') i<;in, g(u) = Ilull oimul olsa idi, 

IIf+gll' $. 1 ve f+g (u) :;: Ilull oldu"un-f+ g 
2 e S(E') olurdu. Zira, 2 '-2- '" 

dan, I 1.!.2..&1 I' = 
2 

1d " ~ a ugu l<;ln, 2 

Ilull e,itlij\ini 

dir. (E',II I I '), varsaylm gereRi, kesin-konveks 

nin S(E') de olmasl imkanslzdlr. 0 ha1de, f(u) .. 

sa~layan f (. S(E') tektir.11 

15NERME 1.1.2- (E,II II) bir kesin-konveks Banach uzaYl ve u 6 S(E) 

bir e1eman olsun. Bu durumda, f(u) = 1 ve, her v c S(E), v ~ u 

i~in, f(v) < 1 olacak leki1de bir f e S(E') vardlr. 

1SPAT: Hahn-Banach teoremine gore, f(u) = 1 elitli~ini sag1ayan 

bir f £ S(E') vardlr. Eger u dan fark1l bir v ~ S(E) i<;in, f(v) - 1 

olmul olsa idi, f(~) = 1 ve I lu;vl I S I olurdu. Bu son iki ba

Polntl ise u;v nin S(E) de olmaslnl gerektirir; zira, eger herhangi 

b i r U o L B (E) i <; i n f (uo ) = I I f I lis e, U o z a ru n 1 u a 1 a r a k S (E) de

dir. u;v nin S(E) de olmasl, (E,II I) kesin-konveks oldugu i<;in, 

imkanslzdlr; a ha1de, f(v) < 1 dir.11 

Kesin-konveks Banach uzaylar1nln kalltlmsa1 ozel1ik1eri de 

,iiyledir: 

TEOREM 1.1.2- 1) Bir kesin-konveks Banach uzaYlnln, her kapall 

a1t-uzaYl da bir kesin-konveks Banach uzaYldlr. 

2) Bir kesin-konveks Banach uzaYlnln her bolUm uzaYl 

da bir kesin konveks Banach uzay,d,r. 

3 ) Eger, (El,1I I I l) t ••• , (E ,I I n I I ) n kesin-konveks 

Banach uzaylarl 

~n ll/ p n 
E :;: IT Ek ve I I u I I = 1: I I u' I I P l<p<+oo, 

k=l P k=l k kJ 
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ise (E," 

s:342-366J 
" ) p 

de bir kesin-konveks BanachuzaYldlr. [Kothe, I, 

1.1.2- PURUZSUZ (Smooth) BANACH UZAYLAR1 

PUrUzsUz Banach uzay1arl, Banach uzay1arl i~inde, birim 

kUresi "kH§esiz" olan Banach uzay1arlndan olu§an slnlftlr. Bu tip 

Banach uzay1arlnda, birim kUrenin her noktaslndan bir ve bir tek, 

tanjant planl ge~mektedir. 

TANIM 1.1.2- (E,II II) bir Banach uzaYl olsun. Ei\er, her u .: SeE) 

i~in, feu) = 1 e§itli!\ini ger~ekleyen bir,ve bir tek, f "S(E') 

var ise, (E," ") ye bir "pUrUzsUz Banach uzaYl"dlr, denir. 

ilRNEK: Herhangibir Hl,Um uzaYl (S,A,lJ) i,in, (LP(S)," " ), 
lJ P 

1 < p < + "', bir pUrUzsUz Banach uzaYldlr[Kothe,I, s:35lJ. 

Bir Banach uzaYln1n pilrilzstiz olu§u uzaY1D normunun 

Gateaux-tlirevlenebilir olu§una ba~lldlr. 

. TANTM I.1.3- (E,II , ') b ir Banach uzayl 

€ SeE) i~in lim Iluo 
A-?O 

ve u e: (SE) bir eleman 
+ I- v 9 I - I I Uo I I . olBun. Eger, her v 

A 
var lse, 

1-"0 

E nin normu I'U O da Giteaux-tlirevleri"dir, denir ve bu durumda, 

~grand Ilu II, v > o 
lim Iluo+AVII-lluol 

= X 
A-?O 
A"O 

i:lRNEKLER: 1) (S,A,lJ) herhangi bir Hlc;Um uzayl, E = L~(S), l<p<+"', 

ve u ( E,u ~ 0 olsun. Bu durumda, 

dir[Kothe,I, 9:351J, [Vainberg, 2; s:23J. 

2) n , Rn bir a,lk ve slnlrll kUme, M tUrevi sUrekli 

olan bir Young fonksiyonu, E - EM(n) (Orliz uzaYl) ve I I I I (M) de 

Luxemburg normu olsun. Bu durumda, 
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grad 
u d 11 

I I u I I (M) 

dir. Burada, P, M nin tUrevidir. Bu ornekte M(t) = .!. It IP a11rsak, 

llrnek l'i bu1uruz [Krasnose1skii-Rutinckii, I, s: 1SSJ. 

3) n f Rn b ir a<;1k kUme, E = wm,p(n), 1 < P < "', 
m E IN, Sobo lev uzaY1t 

I I u I I - ~a~~m IIDaUII~J1/P ve u ~ E, u :j: 0, olsun. m,p 

llrnek 1'den veya, nOrmun gradyan1nln gene1 oze11ik1erinden 

[Vainberg,2, s: 25, lemma 2.5J itibaren, 

grad 

dl r. / I 

IIuli = IIull l - p 
m,p m,p 

1 (_l)lal DaODauIP-2DCtu) 

I Ct I <m 

A§alldaki teorem son iki tanlmla verilen "pUrUzsUz"lUk ve 

normun "G~teaux-tUrevli"lili kavramlar1nln e§deRer oldu.unu sBy

lUyor. ispat i,in [Diestel, s: 22J veya lJ<othe,I, s: 350J ye ba

k,n,z. 

TEOREM I.2.3- (E,II II) bir Banach uzaYl olsun. A§a~ldaki iki ko

§ul 

1) (E,II II) bir piirUzsiiz Banach uzaYld1r. 

2) E nin normu, I I I I, her Uo £ SeE) da Gateaux-tiirevlidir. 

qdeil,erdir1er. / / 

Bir Banach uzay,n,n kesin-konveks veya pUrUzsUz 01u§u, uZa

yln dUalinin pUrUzsUz veya kesin-konveks olu§una baRl,dlr. Bu da 

a§a~ldaki teoremin ifadesidir. ispat i,in [Dieste1, s: 23J e ba

k,n,z. 

TEOREM 1.1.4- (E,II I) bir Banach uzaYl olsun. Bu durumda, 

1) Eger, (E! II II') kesin-konveks ise, (Eo II II) pUrUzsUz-

dUro 

2) Eler, (E!" II') pUrHzsiiz ise, (E,II II) kesin-konvektir. 

E!';er (E,II 11) refleksif ise, 



- 6 -

3) (E! II II') nin pUrtizsUz (kesin-konveks) olmasl i~in ge

rek ve yeter ~art (E, I I II) nin kesin-konveks (pUriizsUz) olmasl

du./! 

Burada, ge~erken, 0nerme 1.1.1 in, Teorem I.l.4/1'den ya

rarlanarak da gDsterilebilece~ine i~aret edelim. 

1.1.3- OUZGUN-KONVEKS (Uniformly Convex) BANACH UZAYLARI 

OUzgUn-konvekslik kesin-konvekslikten daha kuvvetli bir 

kavramdlr. Bu kavramda SDZ konusu alan §ey, kesin-konvekslikte 01-

duRu gibi, yine birim kUrenin "yuvarlak" olu~udur. Ama, burada bu 

"yuvarlak"lll1;ln "dUzgUn" olmasi gerekmektedir. 

TAN 1M 1.1.4- (E,II II) bir Banach uzayl olBun. Eller, a~aRldaki 

ko~u1, 

\/00 (O<E<2) 36>0; u,vES(E), Ilu-vll ) E ~ [[U~v[ [ <: 1-6. 

saRlanlyor ise, (E,II II) bir "dUzgiin-konveks Banach uzaYl"dlr, 

"denir. 

GRNEKLER: 1) Her Hi1beri uzaYl, e~kenar dHrtken baRlntlslndan ya

rarlanarak gHsteri1ebi1eceRi gibi, dUzgUn-konvekstir. 

2) Herhangibir H1~Um uzaYl (S,A,)J) i~in E = LE(S), 

l<p<+oo, I I I I norm i~in, Clarkson e~itsiz1iklerinden itibaren 
p 

gHsterilebi 1eceRi gibi, dUzgiin-konvektir. [Clarkson, s: 396-414J, 

[Hewitt-Stromberg, s: 223J [kothe,I, s: 365J, [Adams, s: 35J. 

3) n c ~n bir a~lk kUme, E = Wm,p(n), l<p<+oo, Sobo1ev 

uzaYl olsun. (E ,I I 

[Ad ams, s: 47J / / . 

II,' ) bir diizgiin-konveks Banach uzaYldlr. 
m, p 

GoRu kez, Tanlm 1.1.4 yerine, ana e~deRer alan, a~aRldaki 

teoremin ifadesi kullanilir. 

TEOREM 1.1.5- (E, I I II) bir Banach uzaYl olsun. (E, I I I I) nin diiz

gUn konveks olmasl i~in gerek ve yeter ko~u1 
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Ilu I I < 
n 

I Iv I I < 
n 

I ve lim 
n'++OO 

Ilu-vll:2 
n n 

=~ lim Ilun-vnll=O 
0++00 

ifadesinin sai\lanmaSldlr. / / [Kothe, I, s: 353J. 

A~ai\ldaki teoreme gare, dilzgiln konvekslik uzaYln yalnlzca 

normuna de~il, uzayln topolojisine de ba~lldlr: refleksif olmayan 

bir uzaYln normunu azde§ bir norm ile de~i§tirerek uzaYl dilzgiln

konveks yapmak olanakslzdlr. 

TEOREM 1.1.6- 1}1ilmanJ. Her dilzgUn-konveks Banach uzaYl refleksif

t i r IJ.Ji 1 an sky, s: 109 J, I) 0 sid a , s: 1 2 7 J, I} i est e 1, s: 27]. 

DUzgUn-konveks Banach uzaylarlnln kalltlmsal azellikleri de 

a~a~ldaki teoremde toplanml§tlr [Gathe, I, s: 360J, [Clarkson, 

s: 398]. 

TEOREM 1.1.7- 1) Bir dilzgun-konveks Banach uZaylnln her kapall alt 

uzaYl da bir dilzgDn-konveks Banach uzaYldlr. 

2) E~er, 

veks Banach uzaylarl, 

n 
E = rr Ek ve 

k=l 
I lu I I - L 

G
n 

p k=l 

, ... , (E ,I I 
n 

Ilu II~l/P 
k ~ 

, l<pfl- oo , 

bir duzgDn-konveks Banach ~zaYldlr.// 

II ) dilzgDn-kon
n 

ise, (E, I I I I ) 
p 

1.1.4- YEREL DUZGUN-KONVEKS (locally uniformly convex) BANACH 

UZAYLAR1 

Yerel dDzgDn konvekslik, kesin-konvekslikten daha kuvvetli 

fakat d1izgUn-konvekslikten daha zaYlf, bir ara kavramdlr. Bu kav

ram da, kesin-konvekslik ve dilzgDn-konvekslik kavramlarl gibi, 

birim kUrenin "yuvarlak"llil ile ilgili bir kavramdlr. 

TAN1M 1.l.5- (E,II II) bir Banach uzaYl olsun. Ej:\er a§a!l;ldaki ko

§ul, 

de 

I I un I I - 1, I u I I o = 1, 1 im I u t u I I 
n 0 

=2-c'> 1 im I I u -u I 1= 0 
n 0 

n-++ oo 

sa!l;lanlyor ise, (E,II II) bir "yerel dDzgun-konveks Banach uzaYl" 

d,r, denir. 



- 8 -

Yukarlda da i§aret edildi~i ve Teorem I.l.S'den de a,lk,a 

gHrUldUgU gibi, dUzgUn-konveks Banach uzaylarl yerel dUzgUn-kon

vekstirler. 0 halde, LP uzaylarl (l<p<+oo) ve Sobolev uzaylarl ye

rel dUzgUn-konvekstirler. 

Yerel dUzgUn-konveks Banach uzaylarl ile ilgili a§agldaki 

iki onemli teoreme ihtiyaclmlz olacak. Bu teoremlerden ilk Teorem 

I.l.l'in bir benzeri; ikincisi ise dizilerin yaklnsakllp,l ile il

gilidir. 

TEO REM 1.1.8- (E,II II) bir refleksif Banach uzayl olsun. E nin 

verilen normuna ozde§ oyle bir I I III normu vardlr ki, bu norm 

i~in E ve dUali aynl zamanda yerel dUzgUn-konvekstirler [Trojanski, 

s: 178, Corollary, 3 ve 6J. 

TEO REM 1.1. 9- (E, II II) Bir yerel dUzgUn-konveks Banach uzaYl 

olsun. Eller, (un)n€IN c E, u = a(E,E')-limu n ve IIuli = limllunl 
n~OO n~OO 

ise, lim 
n .... oo 

lu -u I 
n 

= 0 dlr. @(E,E'), E nin zaYlf topolojisini gHs-

termektedi,] . 

1SPAT: Eger, u = 0 ise, ispat edecek bir §ey yoktur. 0 halde u ~ 0 
u 

ve un" 0 kabul edip, u~ - IIunil ve u' = II~" koyallm. 
n 

nUn S(E) de olduklarl a,lktlr ve dolaYlslyla, 

lim I u' I 
n 

= 1 = IIu'li 

ve varsaYlmlardan dolaYl da, 

u = a (E ,E ') - 1 imu ' 
n 

dlr. 1yi bilinen bir ozelli~e gHre, 

lu' + u'li = 
n 

dir. 0 halde 

Sup 
fEB(E') 

< f, u ' 
n 

+ u t > 
E!E 

u' ve u t 
n 

lim inf lu'+u'li 
n 

= lim inf rsup < f, 
li£B(E') 

u~ + U 1 > ] 
E!E 
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d~r. Ama, her f £ B(E') i~in, 

<f. u' + 
n < sup < f, 

f£B(I':') 

ve dolay~s~yla, her f,B(E') i~in, 

liminf lu' + u'll > liminf 
n <f, 

u ' 
n 

u' + 
n 

+ u'> 
E'E 

I 

u'> = 2 
E'E 

<f,u'> 
E'E 

(1) 

dir. Hahn-Banach teoremine gore, <f, u' > = 1 olarak ~ekilde bir 
E'E 

f£S(E') vard~r. (I) bag~nt~slnda bu f yi kullanlrsak, 

1 im i nf I u' + u' I I ~ 2 
n 

buluruz. Diger taraftan, I u' + u' I I .:: 
n 

1 im s up I I u' + u' I I < 2 
n 

ve sonu~ olarak, 

lim 
n+oo 

lu'+u'II=2 
n 

lu'II+llu'II<2 oldul'u i~in 
n 

dir. ~imdi, uzaYlmlZln yerel dUzglin-konveks oldu~unu kullanlrsak, 

lim lu'-u'II=O 
n 

n+oo 

buluruz. Buradan da, 

I I u -u I I = I I 
n 

lu II u' -'Ilull u'll < 
n n 

1 I I u I I - I I u I I 
n 

I I u' I I 

yazarak, 

1 im I u -u I I = 0 
n 

oldugunu gorlirliz.11 

I u I I 
n 

I u' -u' I I + 
n 
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1.1.5- DUZGUN PURUZSUZ (Uniformly Smooth) BANACH UZAYLARI 

Teorem I.l.4'de "pUrUzsOz"lUk ile "kesin-kqnveks"liRin 

"dUal'; kavramlar oldu~unu gordOk. Ayn1 ~ekilde, "dUzgiin-konveks" 

liRin "dUal" kavram1 da "dUzglin-pUriizsUz"lUktUr. 

TANIM 1.1.6- (E, II II) bir Banach uzaY1 olsun. Eger a~ag1daki ko

§ul, 

YE>G 311>0 Yu.S(E) YVIE, Ilvll<6 ~ Ilu.vll. Ilu-vll<2+£llvll 

saglan1yor ise, (E, II II) bir "dUzgiin-piirUzsUz Banach uzaY1"d1r, 

denir.// 

I ) 
p 

1:lRNEKLER: 1) Herhangi bir (il~iim uzaY1 (S,A,)J) i~in, (L0(S), II 

l<p<oo, bir dUzgUn-pUrUzsUz Banach uzaY1d1r. [A~aI',1daki Teorem 

1.1.10, veya Holmes,I, s:107 ye bak1n1z] veya [Diestel,I, s: 57J. 

2) n c ~n bir a~1k kUme olsun. Sobolev uzaY1 

(Wm,p(n), I I 11m p),l<p<+oo, bir dUzgUn-pUrUzsUz Banach uzaY1d1r 

l)olmes,I, s:107j I)u kaynakta Sobolev uzaylar1n.n dUzgUn pUrOzsUz 

oldur,u soylenmekte, ama ispat1 verilmemi~tirj ispat1 1:lrnek l'den 

itibaren vermek mUmkiindUr]. 

PUrUzsUzlUkte oldugu gibi, dUzgUn-pUriizsUzlUk kavram1 da 

normun tUrevlenebilirligi ile ilgilidir. 

TANIM 1.1. 7- (E, II II) bir Banach uzay. olsun. Ei1er, her u.S(E) 

i~in, a~af1daki ifadeyi ger,ekleyen bir fu E E' var ise, 

ypO 36>0 0< "" II <6 =I> sup 
u.s (E) 

Illu+vll-llull-fu(v) I 
Ilvll 

< £ 

E nin normu "dUzgUn Frfichet-tiirevli"dir, denir.// 

A~aR1daki teorem bu son iki tan 1m ile verilen iki kavram1n 

e~deRer oldugunu belirtmektedir. 

TEOREM 1.1.10- (F., II II)' bir Banach uzaY1 olsun. A§ai\.da ii~ ifade 

e§dei\erdir. 

1) (E,II 

2) (E I I I 

I I) diizgiin-pUriizsOzdUr. 

II') dOzgUn-konvekstir. 

3) E nin normu dOzgUn Frechet-tOrevlidir. [Diestel,I, s: 36J 
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Teorem 1.1.6 ve Teorem 1.l.lO/2'ye gore her dUzgUn-pUrUzsUz 

Banach uzaYl refleksiftir. Ayrlca, "dUzgUn-konveks"lik ile "dUz

gUn-pUrUzsUz"lUk kavramlarlnln "dUal" kavramlar oldu~una ifade 

eden a~agldaki teorem vardlr. 

TEOREM 1.1.10- (E, I I I I) bir Banach uzayl olsun. A~ag,daki U~ ifa

de e~de~erdirler. 

1) (E, II I) dUzgUn-konvekstir. 

2) (E'II II') dUzgUn-pUrUzsUzdUr. 

3) E' nUn normu diizgUn Frechet-tUrevlidir. [Diestel1, s: 38] 

UYARI: (E, I I I I) bir Banach uzaYl olsun. E1!;er, E'" pUrUzsUz veya 

E" yerel dUzgUn-konveks ise, E refleksiftir. Ama, E" nUn kesin

konveks olmasl E nin refleksif olmaslnl gerektirmez. 

tiRNEK: M(t) = t 2e t2 , 0 ~ Rn a~lk ve slnlrll, E a EM(0), Orliez 

uzayll olsun. E nin Uzerine Orlicz veya Luxemburg normunu koya-

1,m. E" = LM(0) kesin-konvekstir ama refleksif deAildir. Orlie 

uzaylarl i~in (Krasnoselskii-Rutinckii]; Orlicz uzaylarln kesin

konveksligi i~in I-Sunderason, s: 1353-56J na baklnlz. 

KISIM I.2- LtNEER OLMAYAN OPERATtiRLER tLE tLCtLt tiN BtLCtLER 

Bu klslmda, ~all§mamlzda kullanaca~lmlz birka~ slnlf opera

torler ile ilgili tanlm ve teoremler toplanml~tlr. Bunlar "mono

ton", "h-siirekli" (hemicontinuous), "p-monotor" .(pseudo-monotone) 

ve "dUalite" operatnrleri ile ilgili tanlm ve teoremlerdir. Bu 

operatorler, F.Browder, H.Brezis, J.Leray, J.L.Lions, M.Minty, 

M.Vainberg, M.I.Vishik .•. gibi matematik~iler taraflndan incelenmi~ 

ve kullanllml~tlr. Biz, burada daha ~ok [!Irezis,D ve D'ainberg, 

~ yi takip edecegiz. 

~all~mamlzda kullanacaAlmlz operatorler ya bir Banach uzayl 

Eden onun duali E' ne; veya E" den E' ne giden operatorler ola

caktlr. A§aAldaki tanlm ve teoremler bu iki hali de i~erecek ~e

kilde verilmi§tir. Bu tanlm ve teoremlerde (X,y,<» bir dUal ~ift

tiro [{Horwath, s: 183 ve sonrakilerJ. u(X,Y) ile X sin, o-(y,X) 

ile de y nin zaylf topolojileri gosterilecektir. 
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1.2.1- MONOTON VE H-SUREKLt (Remicontinuous) OPERATnRLER 

Monoton1ukkavraml saYlsal bir P:IR ~ IR fo~ksiyonu i~in 

bilinen monoton1uk (Yx,Y6IR, (f(x)-f(y)).(x-y) '::0) kavramlnln bir 

gene11emesidir. Bu kavram 1955-56 lardan sonra detayll olarak in

ce1enmi§ ve <;e§itli yonlerde genelle§tiri1mi§tir [-Brezis,2.]. 

[Vainberg,2]. Monoton operatorler, 1ineer olmayan operatorler i .. e

risinde en onemli slnlflardan birini olu§turmaktadlr. 

!!NIM 1.2.1- D ~ X bir bo§ olmayan kilme ve T:D ~ Y bir operator 

olsun. Eger her u,vtD i<;in, 

<T(u)-T(v), u-v> > 0 

ise, T, D Uzerinde "monoton"dur, denir. Eger u ~ v i~in, 

<T(u) - T(v), u-v> > 0 

ise, T t D tizerinde "kesin-monoton"dur. denir . 

. ClRNEKLER: 1) (H, <» bir Hilbert uzayl ve K S H bir bo§ olmayan 

kapa11, konveks kilme olsun. Her ueH i<;in, T(u) = PKu, u nln K ilze

rine metric izdil§ilmil, alaI 1m. T : H ~ H monotondur. Zira, her 

u,v~H i~in, 

d ir. 

2) (S,A,~) herhangibir ol<;ilm uzaYl, 

(lip + l/q = 1) ve, ueX,u ~ 0 i<;in, 

x = L P (5), l<p<+oo 
~ 

T(u) = gradllulJ y = Lq(S) 
~ 

olsun. T: X\{O} ~ Y kesin-monotondur.· [yainherg,2, s: 25J . II 
p 

Clnem1i sonu<;lar e1de edebilmek i<;in monotonlu~a, ,ok zaYlf 

bir silrek1ilik DIan, h-silrek1i1igi ek1emek <;o~u zaman yeterli ol~ 

maktadlr. 

TANIM 1.2.2- D S X bo§ olmayan bir konveks kUme ve T: D ~ Y bir 

operator oisun. E~er, her u,vfD ve O~t~l i~in, 

lim <T(u + t(v-u)), u-v> = <T(u), u-v> 
t~O+ 
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ise, T, D Uzerinde "h-sUrek1i"dir, denir. 

nRNEKLER: 1) Yukar1da veri1en Hrnek1erde T(u) • P~(u), H Uzerinde; 

T(u) = gradllull ,LP(A)\{O} Uzerinde h-sUreklidirier. rcer~ekte, 
. p 11 ~ 

her iki ope ratorde sUreklid irJ 

T(u) 
n 

= - E 
i:1 

, l<p<c:o, Y _ X I 

I a u I p- 2 au 
3xT hi 

n1n 

ve, 

[ 
3u 

3xT ' u n1n distribUsyon manas1nda tUrevidir.], 

[Lions,I, s: 174-176J.II 

a1a11m. T:X ... x' 

h-sUrek1idir. 

Bu iki kavram ile i1gi1i slk slk ku11anaca~lmlz iki onerme 

de §un1ard1r: 

nNERME 1.2.1- D f X, D ~ ~, bir konveks kUme ve T : D ... Y monoton 

ve h - sUr e k 1 i 01 a n b i r 0 per at 0 r, 01 sun 1 a r. E ~ e r I (uo<) 0< Elf D b i r 

. a(X, Y)-yaklnsak all, u = a(X, Y)-lim ua ve lim sup<T(u a ) ,UA-u>::'O 

ise, her v £ D i~in, 

<T(u), u-v> < 1iminf < T(u a ), ua-v> 

dir. l)rezis,1, s: 122J. 

~NERME 1.2.2- T : X ... Y mono ton ve h-sUrekli olan bir operator 

olsun. Bu durumda, 

1) Eller, (ua)an S X bir a(X,Y)-yaklnsak all, u=a(X,Y)-limu«, 

f = aCY,x)-lim T(u a ) ve lim sup < T(ua)' Ua > «f,u> ise, 

T(u) = £ dir. 

2) T , X sin her son1u-boyut1u a1t-uzaY1 F den (Y,a(Y,X»ye 

sUrek1 idir. [Brezis, I, s: 122-123.J 

1.2.2- P-MONOTON (Pseudo-Monotone) OPERAT~RLER 

P-monoton operator1er slnl£1 H.Brezis [Brezis,1J taraflndan 

tan1mlanm1~ ve ince1enmi§tir. Uygu1ama, p-monoton operatHrlerin, 

varyasyone1 e§itsizlik1erin ince1enmesinde en uygun operator 81n1-
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fl oldur,unu ortaya koymu§tur. P-monoton operatorler, "pseudo" soz

colonden de anla§llacal' gibi, "mono ton" deRildirler. Ama, biraz

dan gerece~imiz gibi, mono ton ve h-sUrekli olan her operator 

p-monotondur. 

TANIM 1.2.3- D ~ X , D ~ t, bir konveks kUme ve T 

rater olsunlar. E~er, a§alldaki iki ko§ul: 

D + Y bir ope-

~) Eller, (uet)etE f D nin bir a(X,Y)-tlklZ alt kUmesinden 

allnml§, a(x,y)-yaklnsak bir a~, u : a(X,Y)-limu et ve limsup<T(uet)' 

uet-u> < 0 ise, her v E D i~in, 

<T(u), u-v> < 

dir. 

liminf < T(u ),u -v> 
et et 

~) Her v E D i~in, u E lJ + <T(u), u-v> L IR fonksiyonu D 

nin a(x,y)-tlk.z alt kUmeleri Uzerinde alttln s,n,rl,d,r. 

sa~lanlyor ise, T,D Uzerinde "p-monoton"dur, denir • 

. 5RNEK:' Tanlm I.2.2'den hemen sonra verilen erneklerde kullanllan 

operatorler, ~nerme I.2.l'e gore, p-monotondurlar. Ayr.ca, onerme 

I.2.l'e gore D Uzerinde monoton ve h-siirekli olan her operator 

p-monotondur. Zira, bu durumda, PMl) ko§ulunun saRland'll 5nerme 

I.2.1'in ifadesidir. PM2) ko§ulunun sagland'll ise, monotonluktan, 

a~lkt.r. 

tki p-monoton operatorDn toplam. p-monoton delildir. Ama, 

e~er operatorlerden biri monoton ve h-sUrekli ise toplam operator 

p-monotondur. 

5NERME 1.2.3- E~er D !:X,D" <p, bir konveks kUme, T:D + Y p-mono

ton, ve S: D + Y monoton ve h-sorekli ise, T+S p-monotondur 

[B r e z is, I, s: 133]. 

Varyasyonel e§itsizliklerin ~ozUmUnUn varllll ile ilgili 

a§alldaki onemli teorem ~all§mamlzda onemli rol oynayacakt.r. 

TEOREM 1.2.1- D ~ X , D " ¢, bir konveks kUme ve T 

p-monoton operator, olsunlar. E~er, a§alldaki ko§ul: 

D + Y bir 
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(c) D nin a(x,y)-t,k,Z olan oyle bir konveks kUmesi r 
vardir ki, her u E. D, u' t r ic;in, <T(u) ,u-W > > a dir. 

o 
ise, en az bir Uo £ r ic;in, 

Y v e: D, < T (u ), w -v> < a 
o 0 

varyasyonel e§itsizlil';i, sa~lanir. [Brezis,I, s: 138J 

1.2.3- DUALtTE OPERATtiRLERt 

ve w € r 
o 

sal';laniyor 

DUalite operatorleri, kendisi ve dUali kesin-konveks olan 

bir Banach uzaYi (E," II) den onun duali (E'," ,,') giden kano

nik operatorlerdir. DUalite operatorleri, Banach uzaylarinl, bir 

bakima, "Hilbert"le§tirmektedir. Bu da, Hilbert uzaylari iC;in bi-

1inenkavram ve tekniklerin, bir olc;Ude, Banach uzay1arina ta§in

maSini mUmkUn k11maktadir. 

DUa1ite operator1eri hakkinda geni§ bi1gi [Browder, 1,2,3J 

[Vainberg,2J ve [Lions,IJ de bulunabilir. Ayrica, c;all§mamizln 

ikinci bo1UmUnde dUa1ite operator1eri genelle§tiri1mi§ ve detayli

ca ince1enmi§tir. 

TANIM 1.2.4- (E, I I I I) bir Banach uzaYi ve J:E ~ E' bir operator 

olsun. Eger, a§agidaki iki ko§u1 

1) Y u EO E, <J(u),u> = II u 112 
E I, E 

2) II u '" E, -"J(u)'" = "u" 

sal1aniyor ise, J ye bir "dUalite operatHrU"dUr, denir. 

ORNEKLER: 1) (H <» bir Hilbert uzaYi olsun; H ile H' e§itliyelim. , 
J : u € H ~ J(u) = u "H' operatorU H Uzerinde tek dUalite opera-

tHrUdUr. 

2) (S,A,Il) herhangi bir 

1 <p (T~' o1sun. u ,F. i,in, J(u) 

E' giden ve 1) ve 2) ko§ullarlni 

de, J bir dUalite operatorUdlir. 

olc;Um uzay, ve E • LP(S), 
I-p p-2 Il .... E d = Ilull lui u operatoru en 

p 
sal';layan bir operatordUr. 0 hal-
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TEOREM 1.2.2- (E, I I I I) kendisi ve dUali kesin-konveks olan bir 

Banach uzaYl olsun. Bu durumda, Eden E' ne bir, ve bir tek, dU

alite operatorU vardlr. Ayrlca, bu operator kesin-monoton ve h-sU

reklidir. [Lions,l, s: 174-76J [Vainberg, 2, s: 266-69J, 

[Browder,l, s: 348-49J, [Browder, 2, s: 101-102J. 

1.2.4- GATEAUX TtlREVt VE ALT-GRADYAN 

Giteaux tUrevi, F n de bilinen "bir vector boyunca" (direc

tional) tUrev kavramlnln genellemesidir. 

TANIM 1. 2. 5- (E," ") bir Banach uzayl, D ,;;. E biT a<;lk kUme. 

¢: D + R bir fonksiyon ve u L D bir eleman, olsunlar. E~er a~agl

daki e§itli~i saglayan bir fu € E' 

Y v If E, lim 
A+O 
A"O 

¢(U+AV)-¢(U) 
X = < f ,v> 

U 

E t ,E 

var ise, ¢, u da "Giteaux-tUrevli"dlr, denir ve f , grand ¢(u) 
o u 

ile gosterilir. 

llRNEK: E=C([O,l]), (O,lJ Uzerinde sUrekli fonksiyonlarln uzaYl, 

olsun. E, Ilu II", = sup lu(t) I normu i~in bir Banach uzaYldlr. 
O~ t~l 

g: (x,t) E: R x [0,1] + R sUrekli, x se gore tUrevli ve g' sUrekli 
x 

olan bir fonksiyon olsun. ¢: u ( E + ¢(u) = !.'p,(u(t) ,t) dt alallm. 

¢ fonksiyonu, ~abucak gorUlebilece~i gibi, E uzerinde Gateaux 

tUrevIidir ve ~grand ~(u), v} = f'g'(u(t),t).v(t) dt. dlr. 
E' E 0 x , 

Gateaux-tUrevlenebilirlikten biraz daha zaYlf olan bir "tU

rev" kavraml da, "alt-differensiyellenebilirlik" kavram,d,r. 

TANIM 1.2.6- (E, II II) bir Banach uzaYl, D S E bir a~lk kUme, 

¢: D + R bir fonksiyon ve Uo ~ D bir eleman, olsunlar, Eger, a~a

gldaki e§itli~i saglayan bir f ~ E' 

var ise ¢ u da "alt-differensiyellenebilir" denir. Bu durumda, 
, .• 0 

f ye ¢ nin Uo da bir "alt-grandyan"ldlr, denir ve ¢ nln Uo daki 

alt grandyanlarlnln kUmesi d¢(UO) ile gosterilir. 
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IlRNEK: E '" R, <1>: It -> Jl. bir konveks fonksiyon ve Xo € R, olsun1ar. 

3<1>(x o ) -[f'-(xo ), f'+(x o )] dlr; burada f'-(x o ) ve f'+(x o )' f nin 

Xo da sol ve sag yarl-tUrev1eridir. 

A1t-gradyan ve Gateaux tUrevi kavram1arl araslndaki ili§ki

yi belirleyen a§a~ldaki teorem vardlr. 

TEOREM 1.2.3- (E,II II) bir Banach uzayl, D'; E bir a<;lk kUme, 

<1>: D + ~ bir fonksiyon ve U o £ D bir eleman, 01sun1ar. Eler, <1>, 

U o da Gateaux tUrevli ise, grad ~ (u o ), <I> nin U o daki tek alt-grad

yanldlr. Ayrlca, eger D konveks, <I> konveks, ve D Uzerin-

de Gateaux-tUrevli ise, T(u) = grad~(u) operatorU D Uzerinde mono

tondur. [Ekland-Temam, s: 23-25J. 
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BOLOM I I: lZDOSOM KAVRArHNItL LlNEER OLMAYAN OPERATORLER TEOR1St 
YARDIMI tLE, BIR GENELLESTIRILMESI 

Bu balurn iki klSlrndan olu§mu§tur: 

KISIM 11.1- Genelle§tirilrni§ dualite operatarleri 

ve 
KISIM 11.2- Refleksif Banach uzaylarlnda T-izdU§Urn 

ba§llklarlnl ta§lrnaktadlr. Tezin 'SUNU~' klsrnlnda her balUrnde ya

pllanlar geni§ olarak azetlenrni§ oldu~undan, burada, bu bolUrnde 

yapllanlarl tekrar ozetlernekten ka~lndlk. Ancak, her klslrnln giri-

.§inde, ° klslrnda yaplla~larln klsa bir ozeti verilrni§tir. 

Bub DIu rnd e (E, I I I I) b i r Ban a c h u z a y 1 01 a c a k t 1 r. Eve E' 

nun zaylf topolojilerini O(E, E') ve O(E', E") ile; E' ve E" nUn 

zaYlf-YlldlZ topolojilerini ise, O(E', E) ve O(E", E') ile goste

recegiz. E yi, kanonik gornrne ile, E" niin bir alt uzaYlna e§itlen

rni§ olarak dU§Unecegiz. 

KISIM 11.1- GENELLE~T!R!LM!~ DUAL!TE OPERATnRLER! 

Dilalite operatorlerinin tan~mlnl ve onemli ozel1iklerini 

K1Slm I.2/3 0 'de hatlrlattlk. Bu operatHrler Eden E' giden kanonik 

operatiirlerdir. 'Genelle§tirilrni§ dUalite operatllrleri' diye, E" 

nUn, Eden daha bUyUk, bir A alt kUmesinden,E' giden ve dUalite 

operatorlerin Qzelliklerine benzer ozelliklere sahip operatorlere 

diyece~iz. Bu A kUmesi E" nUn de, norrn-topoloji i~in, yO~L\ndur; 

ve biraz ileride ifadesini hatlrlataca~lmlz, Jarnes'e ait bir teo-, 
reme gore, A • E" e§itlil\i yalnlzca refleksif uzaylar i~in mUrnkUn-

dUr. Uzay reflektif oldu~u zaman fI = E = E" olmakta ve bu dururnda, 

genelleltirilrnil dilalite operatHrleri dUalite operatHrlerine dllnU§

rnektedir. Bu operatllrler 'genelle§tirilmi§' dUalite operatorleri 
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dememizin nedeni de budur. 

DUalite operatorleri Hahn-Banach teoremi yardlml ile in~a 

edilmektedir [Lions, T, s: l74-76J, [Vainherg, 2, ,s: 266-69J, 

[Browder, I, s: 338-5IJ. Genelle~tirilmi~ dUalite operatorlerini 

ise, a~allda ifadesini hatlrlatacallmlz, Bishop-Phelps'e ait bir 

teorem yardlml ile in§a ettik. Bu a~ldan, burada yapllanlara, dU

alite operatorlerine ikinci bir yakla§lm olarak da bakllabilir. 

Bzet olarak, Klslm II.l'de genelle§tirilmi~ diialite operatorleri 

in~a edilmi§ ve ~e§itli ozellikleri incelenmi§tir. 

Yukarlda sozU edilen, Bishop-Phelps ve James teoremlerinin 

ifadelerini, ~all~mamlz i~in oneminden dolaYl, burada hatlrlatmaYl 

uygun bulduk. 

TEOREM [Bishop-Pleps] (E ,I I I I) bir ger~el Banach uzaYl ve 

M • {f tE ' III u, B (E): f (u) = I I f I I '} 

olsun. Bu durumda, M kUmesi E'de, norm-topolojisi i~in, yo~undur 

[Bishop-Phelps, I, s: 97-98]. 

TEOREM [JamesJ (E,II II) bir ger~el Banach uzay. ve 

M = {f, E ' 11 u" B (E), f (u) = I I f I I '} 

olsun. M = E' olmas. i~in gerek ve yeter ko§ul E nin refleksif 01-

ma •• d.r [Holmes, 2, s: 157, l68J. 

Biz burada, Bishop-Phelps teoremini E verine E' alarak 

kullanaca!lz. Bunun i~in, 

A = {u, E;' Iii h B (E ' ), < u , f> = I I u I I " } 
E",E' 

koyallm. Bishop-Phelps teoremine gore A kiimesi E" nHn de, norm-to

polojisi i~in, yolundur. James teoremine gore de, A = E" olmasl 

i,in gerek ve yeter ko§ul E oio refleksif olmas.dlr. ~imdi A nin 

di~er bir iki ozelligini gosterelim. 

ONERME 11.1.1- 1) E c A dlr 

2) ERer, utA ve AE IR .se, Au.A d.r. 
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1SPAT: 1) ucE olsun. u:f<E'''u(f)=<f,u>E' E fonksiyonu O(E,E') 

topo1ojisi i~in sUrek1idir. Diger taraft~n, Hahn-Banach teoremine 

gore 

I I u I I = sup <f,u>E' ,E 
fEB(E' ) 

ve I I u I I" = II u II 

d~r. A1aog1u-Bourbaki teoremine gore, B(E') kUmesi, O(E' ,E) topo

lojisi i~in, t~k~zd~r. 0 ha1de, u,O(E,E') sUrek1i oldugundan, en 

az bir f B(E') i~in 
u 

u(f ) = 
u 

sup <f,u> = lIull" 
ftB(E') E',E 

yani 

lIuli = <f ,u> I 
u E, E 

d~r. Bu da, A n~n tan~m~ geregi, u fA demektir. 

2) 'u f. A ve 1.<\1\ olsun. u = 0 veya 1.=0 ise, ispat edecek 

bir§ey yoktur. 0 ha1de, u ~ 0 ve A~ 0 a1abi1iriz. A n~n tan~m~ndan 

en az bir f EB(E') i~in, lIull"= u,f " ,dir. (= A/IAI 
U uE ,E 

a1al~m. fuf.B(E') dir ve IDull" =11.1 lIull" = <Au, Ef~E",E' d1r. 

o h a Ide, Au € A d 1r • I I 

A§all~daki onerme 'u~' (extreme) noktalar ile ilgili teorem

lere gore -ornegin, [Bolmes-2, s: 7~- a~~kt1r. Ama, genelle§ti

rilmi§ dUalite operatorlerini bu onerme yard1m1 ile in§a edecegi

miz i~in, ispat~ dogrudan yapmay1 uygun bulduk. 

ONERME 11.1.2- 1) ufE"dO} olsun. Eger, ffB(E') ve 

Ilull" ise, Ilfll' = I dir. 

<utf> 11 ,= 
E ,E 

2) Eller, (E' ,I I I I ') kesin-konveks ise, her ufA\{O} 

i~in, bir ve bir tek, fut B(E'), 

sag1ar. 

<u, f > 
uEII,E' 

= Ilull" e§itlillini 

1SPAT: 1) u£E",{O}, UB(E') ve <u,f>E",E' =llull" olsun. EBer, 

Ilfll'<l olmu§ olsa iJi, Ilull"=<u,f>E",E' ::: Ilull"<llfll' Ilull" 

olurdu ki, bu bir ~eli§kidir. 0 halde, II fll' = 1 dir. 

2) utA.{O} olsun. A n1n tan 1 m 1 nd a n, en a z b i r f < B (E ') i ~ in, 
u 

(E' , I I I I) ke-Ilull " f> dir 1) re gore Ilf 11'-1 dir. = <u, u E",E" u 
sin-konveks olduBundan, Onerme l.l.l.rin ispat1n~ tekrarlarsak, 

boylesi bir f nun tek oldugunu buluruz.11 
u 
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SONU9: E~er, (E', II 

ve bir tek, f cB(E'), 
u 

I') kesin-kanveks ise, her Ui~\(O) i~in, bir, 

<u,f > D Ilu II" e~itligini saglamakta-
u E" E' , 

dlr. 0 halde, bu durumda, u.~'{O) -+ f _E' diinii~Umii iyi-tanlmlanmll;i 
u 

bir donii~iimdUr. u:O i~in f : 0 kayarak bu donii~iimU ~ ya te§mil 
u 

edece!liz. 

Gene11e~tirilmi~ dUalite aperatHrlerini uLA -+ f -E' donU§ii
u 

"d 1 k 1 x ., b d bo"y1e (E',II II') mun en yarar anara tao 1m lyaca,~lmlZ lC;lU, !:...::u:..:n~!!a.:;n~~.L.;:"::'~'::"",,!, ___ --,~ 

uzay,n,n kesin-kanveks alduSunu varsayaca~lz. 

TANH" 11.1.1- <1>: IR+ -+ IR+ siirekli, kesin-artan, <1>(0) = 0 ve 

lim<l>(t) • +00 alan bir fanksiyan alsun. <I> fanksiyanuna ba~11 'ge
t "+00 

ne11eltiri1mil diia1ite operatHrii' diye 

aperatoriine, diyecegiz. 

,J<I> OPERATORUNUN OZELL1KLERl 

A§alldaki oneme Jep yi karakterize etmekte've her <I> i~in, J. 

nin tek1i~ini gostermektedir. 

ONERME 11.1.3- Tanlm 11.1.3 i1e tanlm1anan J<I> operatiirii a§a~ldaki 

1) 'f/u('A, <u,J<I>( » : <1>(11 ull ") II ull" 
E",E' 

ve 

2)'/UfA, IIJ<p(u)II': <P(llull") 

Dze11ik1erine sahip, A dan E' ne giden, tek operatordiir. 

lSPAT: J<p nin tanlml ve Dnerme I1.l.2'ye gHre, 

'" u .. A, < u , J", (u) > 
't' E",E' 

• <P(llull") " : <jl(llull) I I u I I " 

ve 

..... , I' =IICP(llull"i full' = <jl(llull") Ilf II' = 1j>(llull"J YU'H,IIJcp(u)1 u 
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dir. $imdi, J<jl nin tekli~ini gosterelim. T: A"'E' 1) ve 2) ozellik-

1erini sag1ayan, J<jl den fark11, bir operator olsun. Bu durumda, en 

az bir utA,{ 0) i~in, J<p (u) "" T(u) dn. Her iki operator de 1) ve 

2) yi sag1adlklarl i~in, 

<u,J",(u» 
'+' EII,E' 

= <jl(11 ull ") II ull" = <u,T(u» 
EII,E' 

ve 

I I J<jl (u) I I ' • <jl (I I ul I ") = I I T(u) I I I 

dir. 0 hal de , 

< u, I Ii) > 
E",E' 

= < U. 
T(u) 
<jl(llull h

) > E",E' 
• I I u I I 01 

dir. Bu ise, Ijnerme I1.1.2/2 ye gore, aneak, J<jl (u) = T(u) i~in 

mUmkUndUr. Bu se1i§kiden, J<jl = T olduRunu buiuruz.// 

Teorem I.2.2 ye gore dUa1ite operator1eri menotondur1ar. 

A§a~ldaki onerme J~ nin de aynl oze11ige sahip oldu~unu soy1emek

tedir. 

~NERME II.1.4- 1) J<jl operatorU A lizerinde monotondur. 

2) Eger (E ,II 11 01 ) kp.sin-konveks ise, J<jl de A lize

rinde kesin-monotondur. 

lSPAT: 1) u,vfA olsun. 

<u-v, J .. (u)-J",(v» 
't' 't' E" , E' 

> <p (I I ul I 01) I I ul I 01 - <jl (I I ul I 01) I I vi I 01 - <jl (I I vi I 01) I I ul I" <jl (I I vi I 01) I I vi I 01 ;; 

= (<jl (I I ul I 01) - <jl (I I vi I 01» (I I ul I 01 - I I vi I 01) ( 1) 

dir. <jl artan bir fonksiyon olduRu i~in, (1) ifadesi pozitifdir. 0 

ha1de, J<jl' A lizerinde monotondur. 

2) u,vEA, u""v, olsun. E~er, 

• 
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<u-v, J",(U) - J (v» = 0 
't' 4> E"E' , 

ise, (I) e gore, I " " d' 1 1d lUll =llvll lr.u"vo u~u,ve 

= 0 ya1nlzca u = 0 i;in mUmkUn old~~undan, u i 0 ve <u, J (u) > 
4> E" E' , 

v " 0 d 1 r. 0 hal de u / I I u I I ", v / I I v I I " € S (E") v e u / I I u I I" i v / I I V 11" 
dlr. Fakat, (E",II II") kesin-konveks oldu~undan, Onerme I.1.2'ye 

gore 

< I I u I I Ii 
u 

J4>(u» 
E",E' 

> <ltvll'" 
v 

J (v) > 
4> E" E' , 

ve 

< v 
I I v I I Ii , J4>(v» 

E",E' 

u > <--":::"""rr 
I I u I I" , J (u) > 

4> E" E' , 

dlr. ~imdi, (I) ba~lntlslnln ba§lna doner ve bu son iki ba~lntlYl 

kul1anlrsak, 

o = <u-v, J4>(u)-J (v» = <u, 
EII,E' 

J (u» - <u J (v» 
4> E"E' 4> E"E' , , . 

- <v, J (u» 
4> E" E' , 

- <v, J (v» > 0 
4> E" E' , 

bu1uruz. Bu ;e1i§kiden de, J.p nin keRin-monoton oldugunu bulu

ruz.1I 

A§a~ldaki onermede J.p nin silrek1i1i~i ince1eyece~iz. Bu 

onermenin ispatl bir topo1oji teoremi ku11anmaktadlr. Bu teoremi, 

daha sonra da defalarca ku11anaca~lmlz i;in, burada hatlr1atmaYl 

uygun bu1duk. 

TEOREM 11.1.1- (X,T) herhangi bir tlklZ Hausdorff uzaYl ve 

(u) c X bir a~ olsun. Bu a~ln 
a a.1 -

bir ueX elemanlna yak~nsamasl 

i;in gerek v~ yeter ko,ul u nlU (u) 1 a~lnln tek limit noktasl 
a a" 

olmasldlr. [Bourbaki, I, s: 97J. 

ONERME 11.1.5- 1) Eger, u,,' 

1"( E ' ,E) J ( ) d • .p u lr. 

ufE ve II u -UI 1-+ 0 
n 

1 S e • 
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2) Eger (E' ,I I I I ') yerel diizglin-konveks, un' u<1I 

ve II u -ull" + 0 ise, 
n 

lSPAT: 1) un' utE ve II un -UII + 0 olsun. Bu durumda, II unl 1+11 ull 

ve rp surekli oldu~u i~in, rp(11 u II) + rp(11 ull) dir. 0 halde, oner
n 

me ILl.3'e gore, IIJ (u )11 - -+ II J (u)11 ' dir. Buradan da 
rp n rp 

(Jrp (un)~ € N nin g' nUn bir slnlrll dizisi oldul\unu soyliyebiliriz. 

o halde, Alaoglu-Bourbaki teoremine gore, 

aCE' ,E)-yaklnsak bir alt-a~l vardlr. Bu 

(J~(u)) N dizisinin 
'Y n n € 

aR (Jrp(u n )) ve 
a a( I 

f = a (E ' ,E) - 1 i m J q, (u n ) 01 sun. g" E' -+ I I g I I 'E R f 0 n k s i yon u , 
atI a 

a(E',g) topolojisi ic;in alttan-yarl siirekli oldu1!undan, 

I/f/l' < lim inf I/Jrp(un )/1' = 
I a 

1 im inf rp (I I u I I) = 
n a 

(Ilull) - IIJq,(u)II' 

dlr. Di~er taraftan, 

<f,u> -lim<Jrp(un ), 
E' ,E ad a 

= limrp(llu II) Ilu II =rp(llull)llull = 
n n 

",<1 a a 

= <J~(u), u> 
't' E' ,E 

(I) 

ve 

Ilfll'><f, 
1 = rr;;TTu < f , u> 

E I t E 

1 
= TT;;TT <Jq, (u), u> = I I fl I ' 

oldu~undan, 

IIJ (u)II' = Ilfll' 
rp 

(II) 

dir. Onerme ILl.3'e gore, (1) ve (II) bai\lnt1larl aneak f = Jrp(u) 

i~in mUmkiindiir. Bu ise, J¢(u) nun (Jrp(un))n € N sln1r11 dizisinin, 

aCE' ,E)-topolojisi ic;in, tek limit noktas1 olduRunu gHstermekte

dir. 0 halde, Teorem Il.l.l'e gore, Jrp(u) = a(E',E)-lim Jrp(u n ) du. 
n .... oo 

2) (E' ,I I I I ') yerel diizgiin-konveks, un' u<A ve I I un -ul I "+0 

olsun. Bu durumda, Ilu
n
"" + Ilull" ve IIJrp(un)II' -+ IIJq,(u)II' 
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dlr. 

lim 
n ... oo 

(E', I I I I') yerel diizglin-konveks oldugundan, 

IIJcp(un ) - Jcp(u) II' :0 a oldu~unu gostermek i~in, 

lim 
n ... oo 

II' = 2 I i 

olduRunu gHstermek yete~ektir. Her zaman, 

dir. Di~er taraftan, 

+ Jp(u) > 
II J,,,(u) 1 1 0 

'+' E",E' 

dir. Bu son baRlntlda, v 

lim < 

ve 

u 
n 

I u I I Ii , 
n 

sup < v, 
v<.B(E") 

u 
n 

= I I u I Iii 
n 

allrsak, 

:0 1 

lim < 
u 

n 
I u I I Ii 

n 

Jp(U) 

TI "'1 -;J"'cp'-c(T":u-:")("T"1 1"1 TO ~'" E ' 
:0 I 

oldu?tundau, 

lim I I I I J (u ) I I 
cp n 

I I' :0 2 

+ 

olduRunu buluruz. a halde, yerel dlizgun-konveksligin tanlml gereRi, 



- 26 -

lim 
n~oo 

1 1 II' = 0 (III) 

dlr. lim IIJ</>(un)II' = 11J",(u)II' oldullu i~in, (III) den, 
n-+co '+' 

1 im 1 1 J ep (un) - J", (u) 1 I' = 0 
n-+co 't' 

oldu~unu buluruz.11 

Jep operatorlinlio diller bir klSlffi oze11ik1eri de a~agldaki 

Hnerme1erde ioce1eomi,tir. ~oce geoe1 bir tanlm, 

TAN1M 11.1.2- (X,,) ve (Y,,') iki topo1ojik vector uzaYl ve T: X~Y 

bir operator olsun. Eger, X in her slnlr11 a1t kUmesi 8 i~in. T(B) 

Y nin bir slnlrll alt klimesi ise. T ye 'slnlrll'dlr, denir. 

UYAR1: Lineer olmayao operatHrler i~io 'sUreklilik' ile 'slolr11-

11k' araslnda herhaogi bir ba~lotl yoktur. [Krasnose1skii-Rujiockii, 

s: 167 ve sooraki1erJ baklolz. 

~NERME 11.1.6- Jep operatorli slnlrlldlr, ve 

lim 
'Ilull->+a> 

<u,J (u» 
</> E" E' • 

1 1 u 1 1 Ii 

tSPAT: B S r.. bir slOlr11 kUme olsun: YUEB,II ull" < M. ep fooksiyonu 

slirek1i ve artan bir fooksiyon olduRu i~in. 

dir. Bu 

sup IIJrp(u)II' 
utB 

= sup rp(11 ull ") < </>(M) <+" 
U .8 

ise J (B) slolrll demektir. 
ep 

<u,J",(U» 
't' E". E ' 

= 1 1 ul 1 i, lim <j>(llull") = 
lull tl -++ oo 



d u r j z ira, 1 i m ~( t) =. 00 d u r . 
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ONF.RME 11.1. 7- 1) Her u ,vEA i~in, 

<u,J.p(V» 
EII,E' 

< <u,J.p(u» + <v, 
EII,E' 

J (vb 
¢ E",E' 

2) Eger, t €oR +.p(t)t ~R fonksiyonu konveks ise, 

R(u) = <u, J (u» fonksiyoDU da A nln her kODveks alt kUmesi 
.p E",E' 

tizerinde konvekstir. 

tSPAT; 1) u,v£A olaun. I I vII" < II ull" oldu!;unu kabul edebiliriz. 

Bu durumda, 

2) A~ 1 k t lr • 

REFLEKstF UZAYLARDA J<p NtN QZELLtKLERt 

E~er (E, II II) bir refleksif Banach uzaVl lse, James' in bu 

klSlmln giri~inde hatlrlatl1an teoremine ve Oncrme lI.l.l'e gore, 

A • E dir. Ayrlca, .p(t) • t allrsak, J. nin Tanlm 1.2.4 manaslnda 

bir dUalik operatorU oldu~u a~lktlr. 0 halde, Onerme 11.1.4 ve 

II.l.5'e gore, J. operatHrU mono ton ve yarlsUrekli [norm-zaYlf -

YlldlZ] dir. Yine aynl onermelere gore, (E, I I I I) kesin-konveks 

ise, J.p kesin-monoton ve (E', II II') yerel dUzgUn-konveks ise, J.p 

(E, II II) den (E', II II') siireklidir. Genellikle J. operatorii 

(E, a(E,E')) den (E', a(E',E)) ye BUrekli de!lildir. Bu, LP uzayla

rl i~in dahi, LP uzaylarlnln dUzgiin-konveks olmaslna raRmen, dolru 

deRildir. LP uzaylarlnda, 

l<p<oo, J.p(u) = .p(llull p ) Ilull
l

-
p 

lu(.)I P- 2u(.) 

dir. Zira, bu operat~r, onerme II.l.3'Un 1) ve 2) 
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~artlarlnl saglamaktadlr. J~ nin G(LP,L q ) - v(Lq,L P ) sUrekli 01-

madlllnl gHsteren Brnekler ;abucak bulunabili~ [Vainberg, 2, s: 

285J. Ancak, eP uzaylarl i;in, J zaYlf-zaYlf y,ld,z sUreklidir. 
~ , 

tiNERME 11.1.9- ~(t) 

o(l,tq
) - o(lq,tP ) 

• t p- l alallm. Bu durumda, J

j
: tP+t q operatorU 

r 1 1 sUreklidir l<p< "', -. - = 1· • 
P q 

olsun. Bu durumda, her k ~ N i;in, uk = lim u~ dir. Diger taraftan 
n 

p-2 
J~ (v) = (Iv k' Vk)k 6 N dir. 0 halde, her k" N i~in, n+ '" ken 

lu nklP-2 n ,P-2 tq 
uk + IU k uk gider. Bu ise, uzaYlnda 

dizisinin zaYlf yaklnsadlglnl gBstermektedir. 0 halde, 

J~(u) • ~(tq,tP) - lim J~(un) dir.11 
n+'" 

Plirlizsliz Banach uzaylarlnda J~ operatBrU normun gradyanl 

olarak ortaya ;lkmaktadlr [Asplund, 2J. Bu teorem ref leks if olma

yan uzaylar i;in de dogrudur. 

TEOREM 11.1.2- (E, I I I I) dUali kesin~konveks olan bir pUrlizsUz 

Banach uzaYl olsun. Bu durumda, her uoE,{O} i;in, J~(uo) = ¢(II,;.U)I 

,grad Ilu II dlr. 
o 

r 
!SPAT: Her r E R+ i;in, <P(r) = J ~(s)ds alallm. Her u.E i~in 

o 

II ull 
<P (I I u I I) = J ~ ( s ) d s. 

o 

dir. 0 halde, 

IIuli 
<P(IIull) - <P(IIuo") = J ~(s)ds-

a o 

dir. Eler II ull > II uoll ise, ~ ~rtan bir fonksiyon oldulu i~in, 

<P (II u I I) - <I> (I I U o I I) = 
I I ul I 

J ~(s)ds > (liull -lluo")~(IIuo") 
II U o II 



dir. E~er I I u I I > 
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I I u I I - I I u I I < 0 d i r ve 
° 

<I>(rlull)-<Ii(llu 11).
o 

flU 0" 
f q,(s)ds > ( I I u I 1- I I u I I) (I I u I I') > o "u II 

d,r. 0 halde, her UEE i~in, 

dir. Di~er taraftan, 

<J",(u ),u-u > "' <J (u ),u> 
'f' 0 0E',E 0 E',E 

-<J(u),u> 
° °E' E , . < 

~ q, (1'1 U o I I) I I u I I - q, ( I I U o I I ) I I U o I I = (I I u I I - I I U
o 

I I ) q, ( I I U o I I ) 

dir. (1) ve (II) den, 

<I>(llull) - <l>(llu II) > o 
u-u > 

°E' E , 

oldu~unu buluruz. Bu ba~lntl ise, alt-gradyanln tanlml (Tanlm 

1.2.6) gere~i, 

(I II) 

(II) 

demektir. ~imdi, <1>(11 ull) nln Gateaux-tlirevli oldu~unu gorelim. 

t EO R, t"O olsun. II uoll ve II u o" tull araslnda bir Ct say's, i<;in, 

<I> (I I u .. tu I I ) - <I> (I I u I I ) 1 
o ° -~--:--....::.-- ~ -

t t 

II u +tull 

° f q,(s)ds = 
II u II 

° 

I I u .. tu I I -I I u I I 
° 0 _":::""_""'t-""':::""- q, (c t) 

dir. t+O zaman, Ilu t tull+ II u II ve, q, sUrekli oldu~u i<;in. 
° 0 

dlr. Uzajlmlz pOrOzsOz olduRu i<;in, Teorem l.l.3'e q, ( c ) +q, (I I u I I ) 
t 0 

gore, uzaYlo normu llO da Gateaux turevlidir ve 
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lim 
t+O 
t"O 

<!J(llu tUII) - <l>(llu II) Ilu tull-Ilu II _
____ ~o ____ ~ ______ ~o___ 0 0 

t = lim --=-----=-- <j> (C t ) 
t+O t 

da. 0 halde <l>(IIUII) 

<j> (I I Uo I I) grad I I U
o 

I I 

gore, 

tiO 

= <j>(IIU II) grad 1\ u II o 0 

Gateaux-tilrevli ve Gateaux tilrevi. 

dlr. Buradan da, (III) e ve Teorem 

J", (u ) = <j> ( I I u I I) grad I I u I I 
't' 0 0 0 

oldugunu buluruz.l/ 

u da, 
o 

I.2.3'e 

.. n . m p 
ORNEK: rl_C R blr a~lk klime, 1 <p< "', mE. N ve E = w' (rl), Sobolev 

uzaYl,olsun. Bu 

hangi bir (H~Um 

uzay dUzglin-konveks ve pilriizsUzdiir. Ayr1ca, her

uzaYl (S, A, lJ) i~in, (L P (S), I I II ) piirUzsUz 
p lJ p I-p 

bir uzaydlr ve, u £L (S), u * 0 i~in, ~rad Ilu II = Ilu II • 
p_ 2 0 0 cop 0 P 

.Iu I u dlr. Gerek bu ba~lntldan, gcrek dogrudan dogruya veya 
o 0 

Onerme II.l.3'lin ko§ullarlnln saglandlgl gosterilerek, U
o 

€Wm,p (0), 

·u of. 0 i~in, o 

oldugunu gorUrUz. 

KISIM 11.2- REFLEKS1F BANACH UZAYLARINDA T-lzDU~UM 

Bu klslmda (E, I I I I) bir refleksif Banach uzaYl ve K ~ E 

da bir konveks kapall klime olacaktlr. lfadelerde sadelik saglamak 

i~in K kUmesinin slflrl i~erdigini varsayacaglz. 

ile u nln K lizerine metrik izdU§UmUnii (II u-Pl(ull 

gosterecegiz. 

Her u£E i~in, P
Ku 

= inf I I u-VI I) 
v 61<' 

Bilindigi gibi, eger (H, <» hir ger~el Hilbert uzaYl, KcH 

bir kapall konveks klime ve uiH ise, PKu a§agldaki varyasyonel 

e§itsizlik He de tanlmlanabilir: E~er Wu t: K ve 



ise, w 
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Bu klslmda gayemiz. kesin-monoton, h-sUrekli, s,n,rl, [Ta

nlm ILL 2] koersif [bu terim ileride tanlmlanacaktlr] ve T(o) • 0 

olan bir T: E+E' operatHrU verildiginde. 

1) Her ulE i~in. bir ve bir tek, k £ K nln 
u 

(1) YViK, <T(k -u), k -v> < 0 
u u 

E I , E 

varyasyonel e~itsizli~ini sagladl&lnl gostermek; 

2) u'E+ku'K operatHrUniin klasik izdU~Um operatHrU. u~E + 

Pku,X nin Hzelliklerine benzer Hzelliklere sahip oldu~unu ispatla

mak ve 

3) UfE+T(ku-u) ~ E' operatorUnUn ozelliklerini incelemektir. 

AyrIca, T = J~ hali incelenmi~ ve bu durumda, (I) varyasyonel 

'e~itsizli&i ile tanimianan ku nun PXu oldugu gozlenmi~tir. 

Yukarlda belirtilen ozelliklere sahip bir T: E+E' operatorU

ne 'izdli§ilren' ve k ya da 'U Dln K Uzerine T-iz~U§UrnU' adlarl ve-
u 

rilmi§tir. T-izdii§Um kavrami olduk;a genel bir kavramdIr; T-izdU-

§UmU tanlmlayabilmemiz i~in Uzerinde ;all~tlglmlz uzaYln normlu 

bir uzay olmasl §art de~ildir. Bu klslmda normlu uzaylar ;er;eve

sinde yapilaniar yerel konveks refleksif topolojik vektor uzaylarl 

i;in de yapilabilir. Ancak, ger;eklerden uzakla,mamak ve tUmUyle 

varsaYlmlar Uzerine kurulu bir ;er;evede ;all§mak durumunda kalma

mak i;in, normlu uzaylarda ;all§mak ye&lenmi§tir. 

Bu klslmda, Dzet olarak, iZdU§Um kavrami genelle~tirilmi~ 

ve bu kavramln temel ozellikleri incelenmi§tir. 

TANIM 11.2.1- T: E+E' bir operator olsun. E~er, a~a~ldaki iki ko-

1D - T kesin-monoton, h-siirekli. s,n,rl, ve T(o) = 0 dir. 
1 

1D
2

- T koersiftir: R+ Uzerinde tanimll. her [o,a]. arall&1 
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uzerinde s,n,rl, kalan oyle bir a: R 4 ~ fonksiyonu vardlr ki, 
• + 

uEE sabit tutulduj!u zaman, VIE ve "V")cx(,,u,,) i~in, 
<T(v-u), v> > 0 dir 

E' ,E 

sa~lanlyor ise, T operatHriine bir ·izdU~Uren operator", [veya, kl

saca iO-operatoril], diyece~iz. 

nRNEKLER: 1) (E, I I I I) kendisi ve dilali kesin-konveks olan bir 

Banach uzaYl olsun (Teorem 1.1.1'e baklnlz). Bu durumda, her dila

lite operatoril J. bir iO-operatorildUr. Zira, J~ nin 101 ko~ulunu 

sal!ladl~l nnerme 11.1.4, 11.1.5 ve 11.1.6'da gorillmil~tilr. 102 ko

§uluna gelince, 

<J~ (v-u) ,v> • <Jej> (v-u) ,v-u> -+' 
E',E E',E 

<J~(v-u),u> ~ 
E' ,E 

eljitsizlil!inden, II vII 

rilyoruz. 0 halde, n(t) 

> 2" ull i~in, <J" (v-u) ,v> >0 oldul!unu go

• 2t almak yetecektir. 

2- (H, 0) 

slnlrll, kuvvetli 

operator olsun. T 

na gelince, 

bir ger~el Hilbert uzaYl, T: H4H' herhangi bir 
2 

pozitif olan «T(u) ,u> ~ c Ilu" , c>O) linear 

nin 101 ko~ulunu sa~ladl~l a~lktlr. 102 ko~ulu-

<T(v-u) ,v> = <T(v-u), v-u> + <T(v-u) ,u> > 

> cllv-uI1 2-IITII Ilv-ull>llull~llv-ull (cllvll ..... cllull 

- IITliliull) = I v-ul I c(llvll _ c-IITII 
c 

lIull) 

c-lIill e§itsizlij!inden, II vii> II ull oldu~u zaman <T(v-u) ,v> > 0 
c c-IITII 

olduj!unu gorUyoruz. 0 halde, ~(t) = c t almak yetecektir.11 

11k teoremimiz T-izdil~limUn varllil Uzerinedir. 

TEOREM 11.2.1- T: E4E' bir 10-operatHrU ve utE verilmi§ bir ele

man, olsunlar. Bu durumda, Hyle bir, ve bir tek, ku" K vardlr ki, 

bu k i~in 
u 



1 (u): II v (K, <T(k -u) 
u ' 

- ))-

k -v> < a 
u 

E I ~ E 

varyasyonel e~itsizli~i sa~lanlr. Ayrlca, e~er u.K lse, k -u dlr. 
u 

lSPAT: Her v£K i;in, A(v) = T(v-u) koyal1rn. Caverniz A operatHrUne 

Teorern 1.2.1 in uygulanabilece~ini gosterrnektir. 0 halde, A nln 

sHz konusu teorernin varsaYlrnlar1nl sa~lad1~lnl gosterelirn. 

a) A: K->E' k e sin - mo not 0 n d u r: vI' v 2 E K, vI .J v 2 0 1 sun. 

dir. Zira, T kesin-monotondur. 

b) A: K->E' h-sUreklidir: vI' V2EK ve a < t < 1 olsun. 

ve T h-sUrekli oldu~u i;in, 

lim <A(tvl~(I-t)v2),vl-v2> 
t+a E' ,E 
tE[a,11 

dir. Bu ise, A n1n h-slireklili~inden ba~ka bir~ey degildir. 

A operatHrli, monoton ve h-sUrekli olduAu i;in, Dnerme 1.2.2 

ye gHre p-monoton operatorlerinin pm 1 ) ko~uluou sa~lar. Ayrlca, T 

operatHrU 81n1rl1 oldulu i;io, A operatRrU de sln1rl1dlr ve dola

Yls1yla, A operatHrD p-monoton operatHrlerin pm 2 ) ko,ulunu da sa~

lar. 0 halde, A bir p-monoton operatHrdUr. 

~imdi Teorem 1.2.1 in ikinci ko,ulu (e) n.n de sagland'Rlnl 

gHrelim. Bunun i;in, ro =a(llull) ve r = {v"K/llvll:: rol ala-

1,m. r klimesi a,ikar olarak, K n1n bir cr(E,E')-tlklZ konveks alt 

klimesidir. ID
2

) ko,uluna gore, her v£K,r i;in, 

<ACv),V> 
E I ,E 

= <T(v-u) ,v> 
E I t E 

> a 
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dir. 0 halde, A operatorU Teorem 1.2.1 in ikinci ko~ulunu da sa~

lamaktad1r. 

A operatBrU Teorem I.l'in ko~u11arlnl sa~lad,g,na gore, oy

le bir ku t; K vardlr ki, bu k i~in, 
u 

varyasyonel e~itsizligi sa~lanlr. Boylece k nln varll~lnl goster
u 

mi~ olduk. ~imdi, ku nln tekligini gosterelim. Eler, ikinci bir 

ko~K, ko~ku i~in, I(u) e§itsizli~i sa~lanml§ olsa idi. 

YvtK, <T(ko-u), k -v> < 0 
o E t • E 

olurdu. Bu son e~itsizlikte 

larsak 

v=k ve I(u) de de v:k u ·0 
allr ve top-

<T(k -u)-T(k -u) k -k > = <T(k -u)-T(k -u), k -u-(k -u» < 0 
U 0' U DE I ,E U 0 U 0 E tiE 

buluruz. T kesin-monoton oldugu i~in, bu 

,maslnl gerektirir ki, bu bir ~eli§kidir. 

oldu~unu buluruz. E~er u.K ise, k =u nln 
u 

son e~itsizlik k =k 01-
u 0 

Bu ,eli§kiden k nln tek 
u 

I(U) e~itsizlilini sa~la-

a~lktlr. 

olduguna 

I(u) e§itsizligini sa~layan K nln yalnlzca bir e1e-

manl. gore, bu eleman u dlr; yani, =udlr./I 

UYARI 1- Teorem II.2.l'in ispatlnda gordUk ki I(u) e~itsizli~ini 

sa~layan k nln varl,g, i,in T operatorUniin kesin-monoton ve p-mo
u 

noton olmasl yeterlidir. T operatorUnU h-sUrekli ve s,n,rl, alma-

mlZ1D nedeni, u~k operatorlinUn klasik izdU~Um operatoriinUn ozel
u 

liklerine benzer ozelliklere sahip olmaslnl isteyi§imizdir. T nin 

s,n,rl, olu§unun u~k operatorUn ozelliklerinin ince1enmesinde 
u 

onemli rol oynadlglnl birazdan verecegimiz teoremin ispatlnda go-

rece~iz. 

2- Teorem II.2.l'in ispatlnda yine gordUk ki, her utE i~in, 

I(u) e§itsizli~ini sallayan kutK e1emanl r a (vlK/llvll ~a(llull)} 

kUmesindedir. Eu ozelligi u~k operatHrUnUn ozellik1eri incelerken 
u 

kullanacaglz. 

TANIM 11.2.2- T: E+E' bir iD-operatorU ve u€E bir eleman, olsunlar. 

I(u): YvEK, <T(k -u), ku-v> 
u E' ,E 

< 0 

Varyasyonel e§itsizligini .a~layan K nln tek elemanl ku ja u nln 

K Uzerine T-izdU§UmU' diyeceliz. 



5R~: (S.A.~) herhangi bir ol~lim uzaYl. E=L~ (S).{l<p<+oo) ve 

K={v€LP{S)/v{x),:O h.h.h ,,,,S i~in} olsun. K klimesi E nin konveks ve 

kapl1l bir alt klimesidir. Herhangi bir IO-operatorli T:E~E' alallm. 

EBer, her u,:O (h.h.h) i~in. T{u»O (h.h.h) ise. ulE nin K lizerine 
+ + -

T-izdli§limli 
+ 

u dlr (u =sup(u,O) dlr). Zira. bir tarat fan her UcE 

i~ in u E K dlr; diBer taraftan ise, + 
u -u =u ve her v.K i~in 

- + -
<T{u ).u -v>E'.E= ~T{u )u dll- Is T{u-)vdll=-~T{u-)vd~~ 0 

+ 
dir. 0 halde. u I{u) e§itsizliBini saBlamaktadlr. I{u) e§itsizli-

+ gi K nln yalnlzca bir elemanl i~in saBlandlBlndan. ku-u dlr.// 

EBer. (E.II I I) bir kesin-konveks refleksif Banach uzaY1 

ve KcE konveks ve kapall olan bir klime ise. u'E~PKu.K iyi tan lm

lanml§ bir operatordlir ve bu operator yarl-slireklidir{norm-O{E.E') 

slirekli). A§aBldaki teorem aynl ozelliBin T-izdli§lirn i~in de dogru 

olduBunu gostermektedir. 

TEOREM 11.2.- T:E~E' herhangi bir iO-operatorli olsan. Bu durumda. 

ufE~k E K operatiirli yarl-slireklidir. 
u 

lSPAT: u.u £E. Ilu -ull~ 0 olsun. 
n n 

{un)n ,N dizisi yaklnsak oldugu 

ic,;in slnlrlld1r: 5yle bir a ~ R vardlr ki. her n ~ N i~in 

Ilu II < a ve Ilull < a dlr. 
n -

iO-o perator1erinin tamlnlmdaki a 

fonksiyonu [O.a} arallB1nda slnlr11 olduBu i~in, sup 
o<t<a 

dir. 0 ha1de. uyarl 2) ye gore, her n £ N i~in. 

k • k €.r = {v4iK/llvll < b) 
u u 0 

n 

dir. Notasyon kolayhgl i~in k =ku koyallm. r klimesi Slnlrll 01-
n n 0 

dugu ic,;in (k -k ) £N dizisi nun 
slnlr11 bir dizidir. Diller taraftan. 

T operatiire. 10 1 ) ko§u1u geregi. slnlrll olduBundan. (T{k -u» N 
n n n c:-

dizisi de slnlrlldlr. ~imdi. bir yandan E nin refleksif ve r nln 
o 

slnlr11 olduBunu; diger yandan ise Bourbaki-Alaoglu teoremini ku1-

lanarak (k -u) N dizisinin oyle bir alt-dizisi (k n -un ) ~ N' • nnnE P pp~ 

ve k 6 K. f Ii E' elemanlarl bulabiliriz ki, 
o 

£=O{E' .E)-lim T{k n -un) 
p- p p 

k =o{E,E')-lim kn o p p"oo 

olur. Bundan sonra gostermek istediklerimiz §unlardlr: 

ii) k =k • ve iii) k = (E.E' )-lim k • 
o u u n400 n 

i) f-T (k -u). 
u 

i) ve ii) nin ispatl §oyledir: knp elemanl. tanlrn geregi. 

l{k
np

) varyasyonel e§itsizliBini saBlamaktadlr: 

I{k np ): ¥VBZ, < T{knp-unp).knp-v>E'.E :: 0 dlr. 

K klirnesi kapall ve konveks olduBu i~in zaYlf topoloji i~in de ka-

palldlr. 
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€ K dlr. I(U n ) de v • k allrsak, 
p 0 

<T(k n - un ) ,kn - k > < 0 (I) 
p p pOE' ,E-

buluruz. Ayrlca, 

olduBu i~in, 

(T(k n - un» IN dizisi slnlrll ve 
P P PE 

I I un -u I I +0 
P 

lim < T(k n -un ), 
I' P P 

• 
un -u> = 0 

P E' E , 
(II) 

dir. (I) gore, 

+ 

< 

<T(k n -un) 
p P , k n -un> = <T(k n -un) 

P P E' ,E P P 

<T(k n -un) ,ko-u> + <T(kn -Un ), 
P P E',E P P 

, k n -k > + 
p °E', E 

<T(k n -un) , k -u> + <T(k n -un) , u-u n > 
P P ° E',E P P P E',E 

(II I) 

dir. ~imdi (III) de limsup'e ge~er ve (II) yi kullanlrsak, 

limsup 
p , 

<T(k n -un ), k -u > p p np np , 
E , E 

< limsup 
p 

<T(k n -un ), ko-u> + 
P P E' ,E 

+ lim <T(k n -un ), U-U n > • limsup <T(k n -un ), ko-u> =<f,ko-u> 
p P P P E',E P P P E',E 

oldugunu, yani 

lim sup < T(k n -un ), k n -un> < <f, ko-u> (IV) 
p p P PE',E E',E 

oldugunu buluruz. T operatorti mono ton ve h-stirekli oldu~u i~in, 

Onerme I.2.2/1'den, 

(V) 

olduBunu buluruz. ~imdi, T nin monotonlugunu kullanarak, 

oldugunu gortirtiz. Bu ifadeyi a~ar, limIte ge,er ve (V) kullanlr

s ak, 
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<T(k n -un) 
p p , k n -un> > <T(k n -un ), k -u> + 

P . PE ' ,E P pOE' E 

ve, 

> <T(k -u) o . • 

, 

k -u> 
o E' E , 

buluruz. (IV) ve (V) gozoniinde tutarak, bu son e~itsizlikten, 

lim < T(k n -un) 
p p p 

, k n -un> = <T(k -u), k -u> 
p PE',E 0 0 E',E 

(VI) 

o 1du",unu bul uruz. <imd l' v E K 01 " " sun, 

<T(k n -un), k n -v> = <T(k n -un), k n -un> + <T(k n -un), 
p p p E',E P P P P P P 

ve 

<T(k n -un ), k n -v> < 0 
p P P E',E 

oldugu i~in, (VI) dan 

Un -v> 
P E', E 

lim < T(k n -un ), kn -un> + 
P P P P E',E 

lim < T(k n -Un ), 
p p 

un -v> < 0 
P E', E 

yani 

<T(k -u), k -u> + <T(ko-u), 
o 0 E' E , 

u-v> 
E t ,E 

= <T(k -u) 
o ' 

k -v> 
o E' , E 

< 0 

dir. Bu ise, ku n1n tan1m1 gere~i ko 5 ku dernektir. Boylece, 

f : T(k -u) ve k = k olduklarlnl gosterrni~ olduk. ~irndi de, 
u 0 u 

yaln1z (k n ) IN a1t-dizisinin deRil, bUtUn (k) IN dizisinin k pPE nnE u 
ya o(E,E')-yak1nsadlR1n1 gosterelirn. Bunu gostermek i~in, f kUrne

o 
sini o(E,E')-tlku ve (kn/ndNl ~ fo oldui\u i,in, Teorern I1.1.1'e 

gore, k nln (k) IN dizisinin o(E,E')-topolojisi i,in, tek limit 
u n n Go 

noktas1 olduRunu gHsterrnerniz yeterlidir. Bu ise T-izdU,Urn tek olu-

~unun bir sonucudur. Zira, (kn)n'IN yerini bunun herhangi bir alt 

dizi ile ,al1~lr ve yukar1da yapt1klar1rnlz1 tekrarlarsak, bu a1t

dizinin bir alt-dizisinin k ya o(E,E')-yak1nsadl~ln1 buluruz. 0 
u 

halde, ku' (kn)nEIN n1n, zay1f topo1oji i,in, tek limit noktas1d1r 

ve k = O(E,E')-lim k d1r.// u n 
n"'''' 
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E~er, K klimesi, norm-topoloji i9in, yerel tlklZ ise, 

u E E -> p\(u operatorii siireklidir. [Gothe, I, s: 344J. Aynl ozellik, 

u ~ ku operatorti i9in de dogrudur. 

tiNERME 11.2.1- Eger, K ktimesi, norm-topoloji i9in, yerel tlklZ 

ise, u £ E ~ k ~ K operatorti stireklidir. 
u 

lSPAT: u , u 
n 

yonlarl ile, 

burada Bb(E) 

~ E ve I I u -u I I ~ 
n 

ku , ku €. r d 1 r. n 0 

= fu G. E/llull::bl 

o olsun. Teorem 1I.2.2'nin notas-

r .{v"K/ o 
dir. K ktimesi yerel-t,k,Z oldugu 

i9 in r 0 kiimesi norm-topoloj i i9in tlklZdlr. 0 halde, (k un ) n E IN 

dizisinin yak,nsak bir alt-dizisi vardlr. Bu alt dizinin limiti ku 

olmak zorundadlr. Zira, Teorem II.2.2'ye gore, ku = O(E,E')-link un 
dir. Bu ise k nln (ku) IN dizisinin norm-topoloji i9in tek li-

U nne-
mit noktasl oldugunu gostermektedir. 0 halde, Teorem II.l.l'e go-

re, 

Teorem II.2.2'nin ispatlnl yaparken aynl zamanda a~agldaki 

onermeyi de lspatladlk. 

tiNERME II. 2.2- u € E ~ T(k -u) € E' operatorii norm-O(E' ,E) stirek
u 

lidir.// 

UYARI: Eden E' ne norm-O(E',E)-siirekli olan her operatoriin h-sti

rekli oldugu a9,kt,r. 0 halde u -> T(ku-u) h-sUreklidir.// 

Eler (H,<» bir Hilbert uzaYl ise, u , H -> u-p\(u~H opera

torU monotondur: <u-P\(U-(V-PKV), u-v> ~ 0 dir. Bu Hzellik 

u E E -> T(k -u) E E' i9in de dol\rudur. 
u 

tiNERME 11.2.3- u e E -> stu) = -T(ku-u) e E' operatHrii monoton ve 

s,nlrl,dlr. Ayrlca, her u E E i~in, <B(u) ,u> > 0 ; her u €. E , K 
E' , E 

i<;in, <S(u), u> 
E I , E 

> 0 ve B (u) = 0 

yalnlz ve yalnlz u £ K i9indir. 

lSPAT: u,v £ E olsun. ku ve kv nin tanlmlarl geregi, 

< 0 

ve 
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I (v) 'f W f: K, <T(k -v), k -w> < 0 
v v 

E I , F. 

dir. I(u) da w = k ve I(v) de de w = k allp toplarsak, 
v u 

<T(k -u) - T(k -v) 
u v' k -k > < 0 

U v E' ,E 
(1) 

buluruz. Diger taraftan, T mono ton oldugu i~in, 

<T(k -u) - T(k -v), k -u-(k -v» > 0 (II) 
u v U v E' ,E 

dir. 0) ve (II) yi toplayarak 

<T(k -u) - T(k -v) u v' v-u> > 0 
E 1, E 

Yani, 

<S(u)-S(v), u-v> > 0 
E' ,E 

buluruz ki, bu da B nln monoton oldu~unu gostermektedir. 

B slnlrlldlr, zira, u slnlrll bir kumede de~i§irken, Teorem 

II.2.2'nin ispatlnda gorduk ki k da slnlrl, bir kUmede de~i§mek
u 

tedir. 0 haIde, T slnlrl, oldu~u i~in, B slnlrlldlr. 

v = 0 i"in k = 0 dlr. Zira 0 Ii K ve T(O) = 0 d,r. 0 halde, T 
v 

nln monotonlu~undan, 

'fu£E,<S(u),u> >0 
E I, E 

d i r. 

E!\e r u Ii E , K is e, 

ton olduEundan, 

k ~ u ve k -u ~ 0 dlr. T kesin-mono-
u u 

<T(k -u), ku-u> >0 
U E I ,E 

(III) 

dir. Di!\er yandan, I(u) de w = 0 allrsak, 

<T(k .u), k > < 0 (IV) 
U u E' ,E 

buluruz. (III) ve (IV) toplayarak, 
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<s(u), u> > 0 (V) 
E' , E 

oldu~unu buluruz. 

Eger u € K ise, ku = u ve B(u) = 0 dlr. Kar~lt olarak, eger 

u li E ve j3(u) = 0 ise, <S(u), 

cak u € K i~in milmkilndilr.// 

T = Jq, HALt 

u> = 0 dlr, Bu ise, 
E I "E 

(V) i\ore an-

Tanlm II.2.I'den sonra verilen ornekte her dualite operato

ril Jq, nin bir ID-operatorli oldugu gordilk. 0 halde, her u € E i~in, 

u nln K ilzerine Jq,-izdil~ilmunden sHz edebiliriz. A~alldaki teorem 

u nln K ilzerine Jq,-izdil~ilmilniln p~u oldu~u soylemektedir. Bu bek

lenmedik bir sonu~ de1\ildir. Zira bu durumda, g'nin normu Gateaux 

tiirevlidir. (Teorem 1.1.3 ve 1.1.4) ve J<jl(u) = <P(llull) grad Ilull du.11 

TEOREM II.2.3- (E,II II) kendisi ve dliali kesin-konveks olan bir 

refleksif Banach 

durumda, her u E 

uzaYl ve J. de bir dilalite operatHrU olsun. 

E i~in, u nln K Uzerine J<p-izdli~umu PKu dlr. 

Bu 

tSPAT: tince, (E,II II) kesin-konveks oldup,u i,in, PKu nln a~a~lda

ki e~itsizli~i 

sa1\layan K nln tek elemanl oldu~unu belirtelim. K kUmesi konveks 

oldu~u i,in, her v ~ K ve 0 ~ t ~ I i,in, t v + (1-t)Pj(u € K dlr. 

(I) de v yerine bu elemanl koyarsak, 

< I I tv + (1- t ) P j(u - u I I 

buluruz. Difler taraftan, r l: R+ i,in, 

r 
<\l(r) = J ~(s)ds 

o 

( II) 

alallm. Teorem rI.1.2'nin ispatlnda gordliilUmilz gibi, her v IE K 

i,in 
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dir. ~ fonksiyonu positif aldu~u i~in, ~ fanksiyonu bir artan fonk

s iyondur. 0 ha1de, (II) den, 

<P( IlpJ(u-ull) - <1>( lit v t (l-t)PJ(-ull) :: 0 

oldu~unu soy1eyebiliriz. Bu son e~itsiz1ik i1e (III) kar~11a~t1-
rarak, 

Y v i K , < J.(PkU-U), PJ(u-v> < 0 
E' ,E 

oldugunu buluruz ki, bu da PJ(u n1n u n1n K uzerine J~-izdu~umu de

mektir.// 

u + PJ(u operatorUnUn sUrekliligi ile ilgili a~ag'daki oner

meyi burada vermeyi uygun bulduk. 

ONERME 11.2.4- Eger (E, I I I I) bir yerel dUzgun-konveks Banach uza

y1 ise, u -'-'PJ(u operatorU (E, I I II) den (E, I I II) ye 'surekl idir. 

tSPAT: u ,u € E ve Ilu -ull + 0 alsun. Teorem II.2.2'ye gore, 
n n 

PJ(u = aCE' ,E)-pJ(u n dir. Uzay,m,z yerel dUzgUn-konveks oldu~una 

gore, IlpJ(un-pJ(ull + 0 oldu~unu gostermek i,in, Ilpl(unll + 

I I Pl(u I I oldu~unu gostermek yeter1 idir. Pl(u n nin tan1m1 gere~i, 

Y v Ii K , Ilpl(u -u II < Ilv-u II n n - n 

d1r. Bu e~itsizlikte v = PJ(u al1rsak, 

buluruz. 0 halde, 

I I P u-u I I < liminf I I P U -u I I ~ 1 imsup I I Pl(u -u II ~ limsup II Pl(u-u II = II Pl(u-u I I 
1<' \(n n n n n 

Ve 

(1) 

• s ""(E,E')-lim(pl(un-u n ) ve uzay,m,z yerel duzgUn-konveks d1r. Pl(u-u " 

oldu~u i~in, 
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dlr. 0 halde. Ilun-ull + a oldul',undan. 

da.1I 

A~a~ldaki onerrne yukarlda ispatlnl verdi~irniz onerrnenin do

~a1 bir devarn,d,r. 

1iNERME 11.2.5- Eger (E. II II) nin kendisi ve dtiali yere1 dtizgtin

konveks ise1er. u €: E + J<j>(Pt<u-u) operatorti (E. II II) den 

(E',II II') ne stireklidir. 

lSPAT: U ,U e E ve Ilu -ull + a olsun. Qnerrne 1I.2.2'ye gore, 
n n 

IJ " E + J<j>(Pk'u-u) E E' operatorU norrn-a(E',E) stirek1idir. Dif';er 

taraftan, IIJ",(p\(u -u ) II' = <P( IIPk'u -u II) ve cP slirek1i oldul',un-
~ n n n n 

dan, 1inerrne II.2.4'e gore, 

dir. 0 ha1de, E' yerel dtizglin-konveks oldunu i~in, 

da.1I 

(\RNEK: 1) LP ve Sobolev uzaylarl wrn'P(r:) (l<p<+oo) dtizglin-konveks 

uzaylardlr. 0 ha1de, bu uzaylarda u + Pk'u operatorli stirek1idir. 

2) LP ve Sobolev uzaylarl wm,p(~) (l<p<+oo) dlizgtin-plirlizstiz 

ve refleksif oldu~u i~in bu uzay1arln dlia11eri de, Teorern I.1.IO'a 

gore, dtizgtin konvekstir1er. 0 ha1de, bu uzaylarda u + J<j>(u-pk'u) 

operatHrti stireklidir.11 
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BDLOM Ill: LINEER OLMAYAN DENKLEM VE VARYASYONEL EStTSIZLtKLER 
lLE tLGtLl BAll SONUCLAR 

KISIM III-I: M-tipi operatorler ile verilmi~ varyasyonel e~itsiz

liklerin ~ozlimlinUn varllgl Uzerine. 

KISIM 111-2: A(u) = f denkleminin ~ozlimUnUn varllgl lizerine bazl 

sonu~lar, 

ba§llklarlnl ta§lmaktadlr. Klslm 111-1 de M-tipi bir opera tore 

bag1l olarak veri1mi§ bir varyasyonel e§itsiz1iginin ~ozUrnUnlin 

. var1lgl gosteri1mekte; K1Slm 111-2 de ise, ~e§itli varsaYlm1ar al

tlnda, A(u) = 0, A(u) = J (u) ve A(u) = u denk1ernlerinin ~ozlimUnlin 

varllil ince1enmektedir. Her klslmln giri~inde 0 klslmln gayesi 

ve 0 klslmda yaplianiar ozet1enmi§ oldulundan, burada bu klsa gi

ri§ ile yetini1mi§tir. 

KISIM III-I: i-Ttp! OPERATaRLER tLE VERtLM!§ VARYASYONEL 

E~!TStZL!KLER!N ~aZUMUNUN VARLIC1 UZERINE 

K1Slm 111-1 BolUm II nin bir uygulamasldlr. Verilerimiz: 

(E, II II) bir refleksif Banach uzaYl, A:E -, E' bir k-tipi opera

tor [H-tipi operatorierin tanlml a~allda verilmi§tirJ, K ~ E bir 

konveks, kapall kUme ve hE' veri1mi§ bir eleman'dlr. Gayemiz: En 

az bir u€K nln 

(1) V v.K, <A(u)-f, u-v>E' ,E .:: 0 

varyasyone1 e§itsizIilini sal1adlllnl gostermektir. Brezis, 

[Bresis, I] de bu tip operatorler i~in A(u) = f denklemini salla

yan u€E larln varlllln1 gostermi~tir. Aneak, H-tipi bir A operato-
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rUne bagll olarak verilen (I) varyasyonel e~itsiz1iginin ~ozilmilniln 

varl,g, benilz, bildi~im kadarl i1e gosteri1mi~ de~i1dir. Burada 

yapllan1ar, bir ol~ijde, bu bo§lugu do1durmaya yon~liktir. 

TAN 1M 111-1: A:E • E' bir operator olsun. ESer, a§aSldaki iki ko
~ul: 

M1 ) Eger, ber slnlr1l ve o(E E')-yaklnsak (u) c E agl , ex (xc], 

i~in, u = O(E,E' )-limu , f = o(E' ,E)-lim A(u ) ve limsup < A(u.), 
ala aI a a 

ua>E' E < < f,u)E' E ise, A(u) = f ve lim < A(u ),u> , = 
" ex a.E, E 

<A(u) ,u>E' ,E dlr. a I 

M2 ) E nin her sonlu-boyutlu a1t uzaYl F i~in, ArF:F • (E', 

O(E' ,E)) sUrek1idir. 

saS1anlyor ise, A ya bir 'M-tipi' operatordilr, diyeceSiz. 

UYARI: Bu tanlm i1e tanlm1anan M-tipi operator1er i1e Brezis'in 

lBrezis, I, s.123] Tanlm-E i1e verdiSi M-tipi operatorler araSln

daki terk fark, burada, Ml ) ko~ulunun sonucuna lim < A(u a ) ,ua>E' ,E= 
<A(u),u>E' ,E e§itliSinin ek1enmi§ olmasldlr. A§~tldaki orneklerde 

de goreceSimiz gibi, Brezis'in M-tipi operatorler i~in verdiSi or

nekler, aynl zamanda, M-tipi operator1ere de ornektir. 

ORNEKLER: 1°/ Her monoton, b-silrekli operator A:E ~ E' bir M-tipi 

operatordilr. Zira onerma 1-2-2 ye gore, M2 ) ko§u1u ve Ml ko§ulunun 

lim < A(u ),u >, = < A(u),u>" E e~it1ii!,i hari~, dii!,er sonu~la-
a a E ,E E , 

(1 'I . I . I 1 . rl sai\lanmaktadlr. 0 balde, MI ko~ulunun verl erl a tlnda, 1m 

<A(u ),u >, = <A(u),u>, e§itliginin de saSlandlglnl goster-
a a E ,E E ,E 

memiz gerekmektedir. Bu e§itlik A nln monotonlugunun bir sonucu-

ciur: 

cilr. DolaYlsly1a, 

A( ) > > < A(u ), 
< u ,u E' F a 

a. a. '"' 
U>E',E+ < A(u), 

ve 

ciir. 0 ha1de, M ) ko§ulunun varsay,mlarlna gore, 
1 
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< A(u) ,u>E' E , 

2°/ Her p-monoton operator A:E ~ E' bir M-tipi operatordtir. 

lSPAT: M
l

): 

lim ua,f " 

olsun. 

(Ua)aEl S E 8ln1rll, O(E,E')-yak1nsak bir 

o(E' ,E)-limA(u ) ve limsup < A(u ) ,U >E' E 
0'. Ct (). , 

ag, u=O(E,E') 

«f,u>E'.E 

lim inf < A(u ), U -u>, =lim inf[<A(ua),ua>E' a a E ,E ,E 

lim sup < A(u ), 
a 

d1r. 0 halde, A p-monoton oldugundan, her viE i~in, 

< lim sup<A(u ), 
a 

< < f,u-v>E' E , 

dir. Bu e§itsizlik her v.E i~in ge~erli oldugu i~in, A(u) = f dir. 

~imdi, yukar1daki e§itsizlikte v=u al1rsak, 

buradan da 

lim inf < A(u), u >E' E> < A(u),u>E' E a:. a:. , , 

buluruz. 0 halde, 

dir. 

M
Z

) ko§ulu [Brezis, rJ prop.ZI rin bir sonucudur. 
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3) Browder ve Hess'in [Browder-Hess, I, 8:251-294J de ta

n1m1ad1k1ar1 'pseudo-monotone' operatHr1er, A-tipi operatHrlerdir 

[s:252 DeLl ve s=258 prop.3]. 

ONERME 111.1.'1- E~er A:E • E' bir A-tipi operator ve 8:E -> E' bir 

monoton, h-sGrek1i,sln1r11 [Tan1m 11.1.2J operatHr ise A ~ 8 bir 

A-tipi operatordUr. 

tSPAT: A + 8 operatorUnUn M2) ko~u1unu sa~lad1~1, 6nerme 1.2.2 den, 

a~lkt1r. 0 ha1de, A + 8 nln M
1

) ko~u1unu sa~ladl~lnl gHstere1im. 

Bunun i~in, (ua)a~1 ~ E slnlr11, a(E,E')-yaklnsak bir a~, u=a(E,E') 

lim u , f = a(E' ,E)-lim(A(u ) + S(u » ve lim sup<A(u )+S(u ), 
a a a a a 

u > < a E I ,E < f,u>E' E olsun. (u) agl slnlr11 ve 8 operatHrU de , a a~I 

oldugundan, (S(u» I a~l E' nin bir slnlr11 ag1dlr. 0 a a £ 
81nlr11 

ha1de, A1aog1u-Bourbaki teoremine gore, bu ag1n, yine ayn1 notas-

yon i1e gosterece~imiz, a(E' ,E) yaklnsak bir a1t ag1 vardlr. 

01 sun. ~ i md i 

x = a(E' ,E) - lim (u ) a 
(1) 

oldugunu gostere1im. Once, lim sup < A(ua ) + S(ua),ua>E,E :: < f,u t , ,E 

e<itsiz1ixinden ve (S(u» ve (u) . a~lar1nln sln1r1, olu~un-
• IS aa~1 aaoI 

d « A(u) u > ) agln1n Gstten slnlr11 olduguna i~aret 
an, a'a,E',EatI 

ede1im. Eger, 

lim sup < A(u ),u >E' E > < f-x,u>E' E a. a.. , , 
(II) 

olmu~ olsa idi, 

bir a1t a~l i~in, 

() nln yine aynl notasyon1a gosterecegimiz, 
ua. at! ' 

lim < A(u ),u >E' E = a > < f - X,u>E' ,E 
a a , 

olurdu. Ama, bu durumda 

() > ]«f,u>-a«x,uE>',E -<A u ,u E' E a a , 

(II I) 

(IV) 

1 gore, Q A-tipi bir operatHrdUr. 0 ha1de, 
bu1uruz. Fakat, Hynek e ~ 
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(IV) den, 

8(u) = X ve lim < 8(u ) u > 
a.' 0; E',E = < S(u),u~E"E 

dir. Bu e§itliklerden de 

lim sup < A(u ) u> = lim sup[<A(u ) +8(u ),u >, E-
CX',a.E',E Ci. a. aE, 

- < 8(uu) ,uC/ E ' ,E ]= lim sup < A(u ) + S(u ) ,u >E' E -a. a. a. , 

< 8(u) ,u>E' ,E ~ < f-X,u>E' ,E 

buluruz ki, bu e§itsizlik (II) ile ~eli§mektedir. 0 halde. 

lim sup < A(u ),u >E' < < f-X,u> , 
U Cl ,E- E,E 

dir. A bir M-tipi operator oldu~u i~in. 

(V) 

dir. ~imdi, tekrar 8 ya donersek, (IV) de oldu~u gibi, 

lim sup < 8(u ),u >E' E = lim sup[ <A(u )+S(u ),u >E' ex a. , a. a Cl ,E 

= < f - A(u),u>E',E = < X,u>E',E 

ve 8 bir ~-tipi operator oldugu i,in de, 

(VI) 

oldu~unu buluruz. (V) ve (vI) dan 

A(u) + S(u) = f 

ve 

oldu~unu buluruz ki, bu da onermeyi ispatlar.// 
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Birka~ sat1r sonra verecegimiz, Teorem 111.1.1 in ispat1nda 

a§ag1daki onermeyi kullanaca~lz. Bu onerme Browder'e aittir ve 

ispatl [Brezis, I, s:125J de bulunabilir. 

ONERME 111.1.2- F bir sonlu boyutlu Banach uzaY1, A:F ~ F' bir sU-

rekli operator ve reF f . Sl 1r l~eren konveks Ve tlklZ ber kUme, 
oyle ki, 

'i u [. F \ r, < A(u),u>E' ,E > 0 

olsun. Bu durumda,en az bir u e r i~in, A(u ) = 0 dlr.l/ 
o 0 

Bu k1s1mln gayesi olan teorem §udur: 

TEOREM 111.1.1- A:E ~ E' bir ~-tipi, Slnlrll operator ve K ~ ES1-

flrl i~eren konveks ve kapall bir klime olsun. Eger, A, a§a~ldaki 

manada, on-koersif ise, 

(OK):"Her f o. E' i~in, .,f,r, i~eren bir a(E,E')-tlklZ, konveks 

r C E klimesi vardlr. oyle ki, her utE \ r i~in, <A(u)-f,u>E' > 0 , E 
d i r~, .• 

Bu durumda, her <f E' i~in, en az bir uo'K 

'i vfK, < A(u o ) - f, uo-v>E',E < 0 

varyasyonel e§itsizli~ini sa~lar. 

tSPAT: fiE' verilmi§ bir eleman ve T:E ~ E' herhangi bir ID-opera

torti olsun [UzaYlmlz refleksif oldu~u i~in, Boltim II ye gore iD

operatorleri daima vardlrJ. iinerme 11.2.2. ve 11.2.3 e gore, 

S(u) = -T(k -u) operatorti, monoton, h-stirekli ve slnlrlldlr; A 
u I 

operatorti de A-tipi oldugu i~in, iinerme 111.1.1 e gore her 

0=1,2,3, ... i~in, 

B :u.E ~ B (u) = A(u) + nS(u) - hE' 
n n 

operatorti i-tipi bir operatordtir. ~-tipi operatorlerin M2 ) ko,ulu 

geregi, Bn operatorli, E nin her sonlu-boyutlu alt uzaYl F den 

(E',a(E',E» ye stireklidir. 

~ ile E nin sonlu-boyutlu alt uzaylarlnln klimesini gostere-

1 im. (r,,:;) ~ifti yonlendirilmi§ bir ktimedir. Her F ~ rr i~in, 
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Jp:P • E dolal gHmme ve J;:E' + F' de onun adjointl olsunlar. Bu 

linear donU§Umler E nin zaYlf ve E' nin zaYlf-YlldlZ topolojileri 

i~in slireklidirler. M-tipi operatHrlerin M
2

) ko§uluna gHre, 

Hn,F • J;~JF operatorU F den F' slireklidir. Teoremin ifadesindeki 

(OK) ko§uluna gore, slflrl i~eren e(E,E')-tlklZ ve konveks olan 

oyle bir r klimesi vardlr ki, her ufE , f i~in, <A(u)-f,u>E' E > 0 , 
dlr. Her F '" ''( i~in fF = Fnf koyallm. I'F' F nin s1flrl i~eren tl-

k1z ve konveks bir klimesidir. Oiger taraftan, Onerme 11.2.3. e go

re, her ueE i~in, <!leu) ,u>E' E > 0 dlr. 0 halde, , 

dlr. 0 halde, Onerme 111.1.2 e gore, en az bir u e fF eleman1 
n,F 

B F(u F) = 0 n, n, 
(1) 

e§itlilini saglar. B nin tanlmlna donerek, (I) in a§agldaki ifa
n 

deye 

(II ) 

e§deger oldugunu goriiriiz. Her F" 'j: ve n=1,2,3, ... i~in, un,F "f 

dl.r. r kiimesi a(E,E' )-tlklZ oldugundan, (un,F)Fl'J:' alln1n, yine. 

aynl notasyonla gosterecegimiz, a(E,E')-yaklnsak bir alt all var

dlr. 

u 
n 

= a(E,E' )-lim 
F 

olsun. (II) den, 

f = a(E',E)-lim[ 
F 

ve yine (II) den, 

u n,F 

J A(u F) + nJFB(u F)] 
F n J ' nJ 

(III) 

<J*A(u ) + nJ*FS(u F),un F>F' F = <J~f,un,F>F',F 
F n,F 0", 

Yani, 

buluruz. Burdan da, 
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(IV) 

oldugunu buluruz. Bn bir M-tipi operator oldu~u i~in (III) ve (IV) 

den, 

A(u ) + nS(u ) = f 
n n 

(V) 

e~itli~ini buluruz. (un)n.:: N dizisi r dadtr; r kUmesi de o(E,E')

t1k1Z oldugu i~in, bu dizinin, yine ayn1 notasyon ile gosterecegi

miz, o(E,E')-yak1nsak bir alt dizisi vard1r. 

u:o(E,E' )-lim u 
n 

olsun. A operatorU sln1rl1 oldu~u i~in, 

n1rl1d1r ve 

lim S(u ) = lim! (f-A(u » = 0 
n n n n-+oo n-..oo 

oldu~unu buluruz. 0 halde, 

lim sup < S(U ), 
n 

= a = 

(A(u» N dizisi de Sl-,n n c 

ve S, H-tipi bir operator oldu~u i~in de, S(u) = a d1r. Bu ise, 

Onerme 11.2.3. e gore, u£K oldugunu gosterir. ~imdi (V) e~itli~i

nin, her iki taraflnl un-v, vtK, ile ~arparsak, 

<A(u ) - f, u -v>E' E + n < S(u ),u -v>E' E = 0 n n, n n , 

buluruz. v~K oldu~u i~in, Onerme 11.2.3. e gore, B(v) = a d1r; ve 

~ monoton oldu~u i~in, 

<Siu ),u -v>E' E > 0 n n , 

d1r. 0 halde, 

y v~K, <A(u )-f, u -v>E' E ~ a n n , 
(VI) 

d1r. (A(u » dizisi Slnlrll oldu~u i~in, Alaoglu-Bourbaki teo-
n n N. .... . 

remine gore, bu dizinin, ylne aynl notasyon lle gosterece~lm1z, 

,,(E' ,E)-yaklnSak bir alt ag1 vard1r. 
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olsun. (VI) e~itsizliilinde v = 
u£K dlr, 

u allrsak, ki bunu alabiliriz, 

<A(u )-f u > < < A u -f > 
n 'nEt,E n tUE',E 

buluruz. Bu e§itsizlikte lim sup'e ge~erek 

lim sup < A(u )-f u > < < X -
n 'uE',E f,u> I 

E ,E 

zira 

olduilunu buluruz. "imdi, A nln bl'r ~M-tl'Pl' "1 • operator 0 du~unu kulla-
narak, 

A(u) = X ve lim <A(u ),u >, = 
nnE ,E < X,U E',E (VI I) 

e§itliklerini buluruz. (VI) ya doner ve (VII) yi kullanlrsak, her 

vEK i~in, 

<A(u)-f,u-v>, = lim <A(u )-f u -v> < a 
E,E n'n E',E 

olduilunu buluruz. a halde, bu u,K i~in, 

¥vEK < A(u)-f, u-v>E' ,E < a 

varyasyonel e§itsizliili saillanmaktadlr.// 

K1S1M 111.2- A(u)=f DENKLEMtNtN ~DZUMUNUN VARLIC1 UZERtNE. BAZI 

SaNU~LAR 

Burada (X,T) herhangi bir ger~el yerel konveks Hausdorff 

vektor uzay" X' de onun topolojik dUali olacaktlr. X sin zaYlf

topoloj isini a(X,X') ile, ve X' nUn zaytf ytldlz topoloj isini de 

a(X' ,X) ile gosterecegiz. X si bir Banach uzaYl olarak aldl~lmlz 

zaman X yerine E harfini kullanacaill z . 

-D ~ E bir bOI olmayan klime ve Ada, D lizerinde tanlmll, D 

den E' ne, veya D den Eye, giden bir operator olsun. Cayemiz, 

A(u) = 0 (afE'), A(u) = J~(u) (J~ bir dUalite operatorlinU goster

mektedir) ve A(u) = u (ufD) denklemlerinin ~ozUmUnUn varllillnl, 

~e§itli varsaYlmlar altlnda, incelemektedir, Cenellikle bu tip 
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probiemierin ~ozUmUnde D kUmesi konveks se~iIir [ornegin, Brezis, 

Browder ve Lions'un bibliografyada verilen yapltlarlna baklnlz]. 

Bunun nedeni ispatiarda lBrowder, 4,5J de verilen sabit nokta tipi 

teoremierin kuIIanllmasl ve bu teoremlerde de konveksligin ~ok 

onemii rol oynamasldlr. Biz burada bir taraftan konveksli~i kal

dlrlrken diger taraftan da A Uzerindeki varsaYlmlarl zaYlflatmaya 

~all§tlk. Burada yapllanlar, bu tip problemlerde, konveks kUmeIer 

yerine 'bUrUlebilir' kUmeler ile ~all§abilecegimizi; ve LBrowder, 

4,5J de verilen sabit nokta teoremieri yerine 'topolojik derece' 

kavraml yardlml ile eide edilen varllk teoremlerinin kulianliabi

Iece~ini gostermektedir. 

NOTASYONLAR: D ~ X ve F = X bo§ olmayan iki kUme oisunlar. Bu kl

slmda kullanaca~lmlz notasyonlar §unlardlr: 

D - D in, 1: topolojisi i'Sin, kapanl§l. 

D = D n in, O(X,X') topoloj isi, i~in kapanl§l. 

B = D nin, 1: topoloj is i i'Sin, i~ i. 

aD= D n in, 1: kopolojisi i<sin, kenarl. 

DnF F = DnF nin F de, F ye 1: nin indirgedi~i topoloji i~in, 
kapanl§l. 

a (DnF) = DnF nin F de, F ye 1: nin indirgedi~i topoloji 
F i~in, kenarl. 

TANIM 111.2.1- DC X bir kUme ve u~D bir eleman olsun. Eger, a§a

gldaki ko§ul, 

Ii veX a> 0; uJ1\, <a~tv+u cD 
o 

I . D klimesi IU da emici'dir, denir'. sag anlyor lse, a 

Eger D kUmesi a~lk ise, ~abucak gortilebilecegi gibi, D her 

u ED de emicidir; karptl dogru degildir. 
o 

TANIM 111.2.2- D ~ X bir kUme, ut D, D U o da 

bir operator, olsunlar. Eger, her v.X i~in 

lim 
t+O+ 

< A(u +tv) ,v>X' X = o , 

emici, ve A:D -+ X' 
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ise, A 'u o da radial-sUrekli' dir, diyecegiz. 

E g e r D= Xis e 'r ad i a 1- sUr e k 1 i 1 i k' i 1 e 'h - sUr e k 1 i 1 i k' 0 z d e ~

tirler. Radial sUreklilik, zaylf sUreklilik (o(X,X' )-o(X' ,X) sU

reklilik) ve yarl-sUreklilikten ,ok daha zaYlf bir sUrekliliktir. 

ornegin her linear operator radial-sUreklidir, aIDa zaYlf sUrekli 

degildir. 

A~aRldaki onerme Browder'e ait LBrowder, 6, s:869, lemma=ll 

bir onermeyi genelle§tirmektedir. 

ONERME 111.2.1- D ~ X,U ,D, D,u da emici 
- 0 0 

u 
o 

da radial-sUrekli DIan bir operator ve 

man, olsunlar. Eger, 

is e , A(u ) = f o 0 

DIan bir kUme, A:D ~ X' 

f (X' verilmi§ bir ele
o 

(1) 

lSPAT: VtX alallm. D,u o 
.dlr ki, her tED{, 0 < t 

uo ' tv allrsak, 

da emici oldugu i,in, oyle bir a > 0 var

< a i,in, u + tv Co D dir. (1) de u yerine 
- 0 0 

<A(u +tv)-f ,tv>X' X > 0 o 0 , 

ve, t)O oldugu i,in de, 

<A(u +tv)-f , v>X' o 0 ,X > 0 

buluruz. ~imdi, A nln uo da radial sUrekli oldugunu kullanlrsak, 

<A(u )-f ,v>X' X 
° ° , 

= lim 
t~O+ 

<A(u +tv)-f ,v>X' o 0 , X 
> 0 

buluruz. 

ve A(u ) 
° 

Bu e~itsizlik her v~X i,in dogru oldugundan, A(uo)-fo=O 

= f da./1 

° 
" Vishik'e aittir A~agldakl bnerme LVishik I, lemma 3]. Bu 

onermede D.f .t de slflrl 

bir sUrekli 

D ye gore P 

fonks iyond ur. 

de 'topolojik 

i~eren bir a~lk slnlrll kUme 

Her p .-jA(dD) i,in, dO[A;D,p] 

11 ve A: D .-) O{ 

ile A nln 

derece'sini gosterecegiz. A§agldaki is-
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pat bu kavraml kullanmaktadlr. Topolojik derece konusunda geniI 

bilgi lBerger.M.-Berger.M.]. [Kucera.S. et al.!,lKrasnoselski il. 
[Smart] ve [Schwartz.J.T.] de bulunabilir. Ayrlca. bu kavranlln 

Banach uzaylarlna genelle,tirilmesi konusunda geniI bilgi yukarl

daki be§ eserde ve [Leray-Schauder] de bulunabilir. 

ONERME 111.2.2- 0" IIi' sli1rl i~eren bir a~lk. slnlrl1 klime ve 

- " A:O-' 1/1 bir slirekli fonksiyon,olsunlar. Eiler. 

'fuLao. <A(u) .u>~n .lRn > 0 (1) 

is e , en az bir u ~O i~in. A(u ) = 0 dlr. 

° ° 
lSPAT: A=(A

l 
.... "A

n
). Ak:D+ O~ stirekli. l::k::n. ve u=(u l •· ... u n )"'O 

olsun. Her 0 < t < 1 ve I < k < n i~in. 

ve 

At = (AI ..... A t) , tn, 

aD 0 < t < 1 l'cl'n (I) varsaY1IDlna gore, koyal1m. Her u' ve , • 

( ) t I I I I 2 t (1 t) < A ( u) • u> .</' ,~n > 0 
< At u • u > ~n • at = u - U\ U\ 

dir. 0 halde. her u t aD ve 0 < t < 1 i~in. 

O(A (dO) dH. 
t 

Topolojik derece slflrdan ge~meyen 

, Id ~ " i1er t.t· c [o.f'] i~in. blt ° uouna gore. 

dorA '0 01 = dorA .;0'°1 t' , t 

dir. Oysa. 

dir. 0 halde. 

A(u).,O; 
t 

ya n 1, 

homotopiler altinda sa-
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da, topolojik derecenin 

A(u ) = 0 hr./I 
o 

ozelliklerine gore, en az 

Burada, ge<;erken, yukarldaki onermenin ispat gerektirmeye

cek kadar a<;lk bir sonucu olan, a§a~ldaki sabit nokta teoremini, 

yararll olur dti§tincesi ile, vermeyi uygun bulduk. 

ONERME 111.2.3- 0 ve A Onerme 111.2. deki gibi 01sun1ar. E~er a§a

gldaki ti<; ko§uldan, 

a) 'i uEdD, <A(u),u> n n>llul1 2 
II, ,II( • 

b) 'i v~dD, <A(u),u>,,{n IIf>lluI1 2. , 

c) dD bag1antlll bir ktimedir ve 'iu GaO, <A(u) ,u> n n :;lluI12. 
ut ,ll{ 

herhangi biri sa~lanlyor ise, en az bir u GD i<;in, A(u ) = 
o 0 

u du./I 
o 

~imdi gayemiz Vishik'in onermesini, bir ol<;tide, Banach 

uzaylarlna genelle§tirmektir. Bunu yapabilmek i<;in a§ag,daki kav

ram ve ozelliklere ihtiyaclmlz olacaktlr. 

TANIM 111.2.3- D C X bir ktime olsun. ERer, her 0 < £ < 1 i<;in, 
o -

ED C D ise D ye 'btizUlebi1ir' (Shrinkable) bir ktimedir, ·denir. 

UYARI: 1) V.Klee [Klee, {J ye gore, 'bUzUlebilir kUme, kavraml 

ilk olarak, !ves,R.T. nin Ph.D. tezinde lUniversity of Wasllington, 

Seattle, 1957] tanlmlanml§ ve ku1lanllml§tlr. 

2) Her btizUlebilir kUme slflrln bir kom§ulugudur. Ayrlca, 

btizUlebilir kUmeler slflra gore Ylldlz-kUmelerdir; kar"t,n,n 

dogru olmadlRl a<;lktlr. 

ORNEKLER: 1) ERer DC X konveks ve o,D
o 

ise, D btizUlebilir bir kU-
- _ 0 0 

medir. Zira, her 0 < £ < 1 i<;in, £D+(l-£)D = D dir. Ornegin 

[Holmes, 2, s: 59J. 

O 0 kUmeleri X sin konveks alt-kUmeleri 2) Eger 1'···' k 
o . D 0 u uD kUmesi, Ornek 1 den gorti-ve 0 f D

k
, 1 .::: k ~ n, 1 S e , :: 1 •.. n 

lebilecegi gibi (konveks olmayan), bUzUlebilir bir kUmedir. Bura-

da, 5 _ 5° oldu~una da i§aret edelim. 
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3) Eger p:X .... i'I~+ siirekli ve pozitif-homojen bir fonksi

yon ise. O={u xl P(u)~a} (a>O) kiimesi biizii1ebilir bir kiimedir. 

4) Eger. 0l •••.• On kiimeleri X sin biiziilebilir alt kiime

leri iae. 0 = DIu •.. uD ve 0 n ••.. nO kiimeleri de. ~abucak go-
n n 

riilebilecegi gibi. bUziilebilir kiimelerdir.// 

A~aglda verecegimiz onerme biiziilebilir kUmelerin de konveks 

kUmeler gibi dUzgUn (regularly) a~lk ve diizgUn kapall olduklarlnl, 

ve diger bir onemli oze11i&ini gostermektedir. 

DNERME 111.2.4- 0 C X bir bUzU1ebilir kUme olsun. 5u durumda. 

ve 

it;in, 

lSPAT: 
o 

EO C 0 

o ~ 0 
1) 0 = U ( EO). 0= D 

O<E < 1 
ve 

-o 
o = 0 d i r. 

2) E&er. 0 a~lk ise. X Sln her sonlu-boyutlu alt uzaYl F 

FnoF = FnO ve dF(FnO) = FnaO dir. 

1) 0 bUzU1ebilir bir kUme 

ve d01aYlslyla. 
_ 0 

U(ED) :: D 
O<E<l 

oldu~undan. her 0 
o 

dir. E&er. utD ve 

< E 

her 

< 1 i~in. 

0::[<1 i~in, 

n+l 0 . n+1 
ED lse, --n- u ¢ 0 dir. (n- 1 • 2 , 3 , ••• ). 0 halde, --n- u ~ 0, ya-

ni, 
n+1 0 0 u €. X'D dir. X \ 0 kapall oldu~undan, 

n+ 1 0 
u _ 1 im -- u EX, D, 

n 
n 

yani, u tg dir. Bu ise bir ~eli~kidir ve U£O 
o <c<l 

dir. 

-
E&er 0 bUzUlebi1ir bir kUme ise, 0 de bUzUlebilir bir kUme

o 
dir. zira. g CO dir. 0 halde. biraz once ispat1adlRlmlz formUle 

gore, 

d ir. 

o 
D = U (£D) 

o <c < 1 

o 
= D 

o 
o c 0 oldu&u a~lktlr. 

oldu&undan._her 0 ::_£ < 1 ve 
o B - . 

u _ lim [u,D, yani - D dlr. 
£ .... 1-

DiRer yanda. D 
_ 0 

ueD i~in. cu~D 

bUzUlebilir bir kUme 

dir. 0 halde, 
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2)"CXb' - lr sonlu-boyutlu alt uzay 
bir kapall alt ktimesi olduBunu belirtelim. 
tanlID gereg,i, I 

dir. Oysa, 

DnF C DnF = D n F 

ve dolaYlslyla, 

olsun. bnce F nin X sin 

DnF nin F de kapan", 

dir. u~FnD ala11m. D btizti1eb,'1,'r bl' k" . r ume ve F blr alt uzay oldu-
Bundan, her n=1,2,3, •.• i~in, 

n 
n+1 u~FnD 

dir. Buradan da, 

n --F 
u = lim n+1 u£FnD 

n-+'" 

bu1uruz, zira uEF dir. 

D a~lk olduBu i~in, DnF, F de a~lktlr. 0 halde, 

= FnaD 

dir. /I 

IAN1M 111.2.4- D=X bir kUme ve A:D-+X' bir operator olsun. E~er X 

sin her sonlu-boyutlu alt uzaYl F i~in, A, DnF den (X' ,<r(X' ,X») ne 

sUrekli ise, A ya D Uzerinde 'sonlu-stirekli'dir, diyece~iz. 

Eger D-X ve A operatBrti de rnonoton-h silrekli lse, dIlerme 

1. 2 . 2. ye g (j r e, A son I u - sUr e k lid i r. yin e bud u r u md a, M - tip i 0 per a

tarler, tanlmlarlndaki MZI ko§uluna gUre, sonlu sUreklidirler. 

Radial sUreklilik ile sonlu-sUreklilik ili,kisi Uzerine 

a,agldaki onerme vardlr. 
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HNERME 111.2.5: D!X kUmesi her u 0D da emici va A:D~X' operat~rU 
o 

de mono ton ve her u Ii D da radial-sUrekli ise A D Uzerinde sonlu-o ' , 
slireklidir. 

ISPAT: 'F, X sin sonlu-boyutlu bir alt uzaY1, JF:F~X doRal gUmme ve 

JF:X'~F' onun adjointu olsunlar. Bu operat~rler line6rdir ve,kar

~l11k olarak, o(X,X') ve o(X' ,X) topolojileri i~in sUreklidirler. 

Af = J; A JV koyal1m. AF:DnF.F' mono ton ve radial sUreklidir. Ay

rica, ~abucak gUrUlebilecegi gibi, DnF kUmesi F nin her u of DnF da 
o 

n n n 
emiei alan bir kUmesidir. 0 halde, ispat1 X= m , D em ve A:D~ ~ 

yapabiliriz. Bunun i~in, u ED, u cD ve Ilu -ull ~ 0 
ann 

olarak allp 

oisun. Hnee (A(u » N nin Ill n nin sln1rl1 bir dizi oldugunu go-
n n G 

relim. Eger I IA(u ) I I++~ olsa idi, Bolzano-Weierstrass teoremine 
n 

t N bir alt dizisi (unk\" N i~in gore, (u ) 
n n 

~ f ve I I f I I = I 

olurdu. A monoton oldugu i~in, 

'i/ veD, 

dir. (1) r1 

<A(u ) - A(v), u - v>n (n > 0 
n k n k IH ," -

A(u ) 
n

k 
ile bUler ve limite ge~ersek, 

"'VeD, <f, u -v> 
a n 

> 0 
n -

(1) 

(11) 

,n 1 D k"" I' da emici oldu~undan, Uyle bir, buluruz. W E rK a sun. urnes U o - " 

a > 0 vard1r ki, t ell/, 0 < t <' a i<;in, 

de V = u t tW koyar ve t ye bUlersek, 
a 

<[,W> > 0 
If( n ,IRn 

V = u + t WeD dir. 
a 

(I I) 

e 0
1'ts1'zll'k herVC/It i~in do~ru oldui\undan, f=O dlr. 

buluruz. Bu "1 

Oysa, II fll = I idi. Bu <;eli~kiden (A(un»n" N dizisinin slnul1 

'd' IIA(u )-A(u ) II • 0 oldugunu gosterilim. 
oldugu ~lkar. ~lm 1 nO, 

, , ' 1 Id Ru i<;in yine Bolzano-Welerstrass 
(A(» d1Z1Sl slnlr IOU , , 

un ne N , d" in yaklnSak bir alt dizisi, (A(unk»kGN' 
teorern1ue gore, bu lZln . .. 

f ll
'm A(un ) olsun. (I) de bu alt dlZ1Yl allr ve limite 

vardlr. = 
o k+oo k 

gec.;ersek, 

'i/vED,<f -A(v), 
a 

u -v> 2 0 
o 1,,,D,nt 
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buluruz. Bu ise, Onerme 111.1.1. re gore, A(u ) = i 01masln1 ge-
.• () 0 0 

rektlrlr. Au. f olu§u ise, A(u ) r1n (A(u)) dizisinin tek 
o 0 0 n n N 

limit noktasl oldugunu gostermektedir. 0 halde, Teorem 11.1.1. re 

gore, A(u o ) = lim A(un ) ve A,u
o 

da slireklidir.// 
n-.oo 

':I'!karlda verilen tanl.m ve onermeler ile hazlrllg,nl yapt,g,

mlZ ve bir ol;lide, Vishik'in onermesinin bir gen~llemesi olan teo
rem §udur: 

TEOREM 111.2.1- (E, II 1 I) bir Banach uzaYl, DeE bir bUzlilebilir 

a~lk kUme VB A:D-'E' monoton ve sonlu-sUrekli olan bir operator 01-

sun. Eger, Do(E,E')-tlklZ ve her ueaD i~in, <A(u),u>E' E >0 ise, , 
en az bir u ~ D i~in, A(u ) = 0 du. 

o 0 

lSPAT: Her vED i~in, K = {ueD/<A(v) ,v-u> , > O} koyallm. K kU-
_ v E ,E - v 

mesinin D nin a(E,E')-kapall bir alt-kUmesi oldugu a~lktlr. Gaye-

miz {K /VEDj ailesinin sonlu arakesit ozelligine sahip oldugunu 
v 

gostermektir. Yani, her sonlu dizi vl' ... ,v £D i~in, K n .'" n 
n v, 

Kv i" oldugunu gostermek istiyoruz. Bunun i~in, VI'''' ,V" D ala-
n n 

1,m ve F = span {vI"" ,vn} [{VI" .vnl nin dogurdugu alt-uzay] 

koyal1m. F, E nin bir sonlu-boyutlu alt uzaYldlr. D kUmasi a~lk 

oldugu i~in, Onerme 111.2.4/2 ye gore, "F(FnD) = FnaD dir. 

~imdi, JF:F-.E dogal gHm~e ve J;:E'4F' onun adjointu olsun. 

AV=J;AJ
F 

koyal1m. A operatorU D Uzerinde monoton, .onlu-sUrekli; 

ve J ve J* operatorleri de, kar'lllkil olarak, o(E,E') VB o("~' ,E) 
F F '_ 

topolojileri i~in sUrekli, olduklarlndan, AF:DnF4F' mono ton ve sU-

reklidir. VarsaYlm geregi, 

dlr. Ayrlca, FnD kUmesi F nin a~lk ve slnlrll ve slilrl i~eren bir 

kUmesidir. 0 halde, Onerme 111.2.2. ye gore, en az bir uFcoFnD 

i ~ in J 

sak J 

ve 

(1) 

(I) e§itliRini u
F 

ile, ve her 1 < i < n i~in. V. 
1 

ile ~arpar-



- 60 -

<J"AJ (u) > () F F F ' vi F I ,F= <A u F ,V i > E I ,E = 0 (I II) 

buluruz. A operatorli D lizerl·nde d monoton ur; 0 hal~e, her 
1 < i < n, i<;in, 

Vi' 

uF-V.>, > 0 
1 E ,E (I V) 

dlr. (IV) a~ar, (II) Ve (Ill) (i kullannsak, 

V i = 1,2, ••• ,n, 
U F - vi> E f E > 0 , 

buluruz ki, bu da, uF"Kvl n ... nK vn demektir. Boylece (Kv/VEDJ ai

lesinin sonlu arakesit ozelli~ine sahip olduRuou gostermi§ olduk. 
- -Kv kilmeleri a(E,E')-kapall, Kv ~ D ve D de O(E,E')-tlklZ oldugu 

ir;io, iyi bilioeo bir topoloji teoremioe gore,,\K v i. ¢ dir. 

u €. (1Kv olsuo. Her v~D i~in, u oK dir. 0 hald~~D 
o v ED 0 v 

v v, D, < A (v), v- u 0> E' E ::: 0 , (V) 

dir. Eger 

Ayrlca, A 

u €D ise, 
o 

D a~lk olduluodan, D kUmesi 

de D lizeriode sonlu sUrekli 

u 
o 

da emicidir. 

operatoril 

radial-slireklidir. 0 halde, 

111.2.1. re gore, A(u ) = 0 
o 

oldullu 

u E Dis e, ( V) q its i z 1 iIi, 00 e r me 
o 

u 
o 

olmaSlnl gerektirir ve ispat biter. 

~imdi, ispatl bitirmek i~io, ger~ekten uoED olduRuou gosterelim. 

da 

u eD ve D de bUzUlebilir, a~lk bir kUme oldui\undao, her O<c<l i~io 
o 

Eu ED dir. 
o 

(V)dev= Eu 
o 

allrsak 

<A(EU), Eu -u >E' E> 0 
000 , 

ve, E < 1 oldulu i~in de, 

(VI) 

buluruz. (VI) da, E • 1- yapar ve A nln D Uzeriode sonlu-sUrekli 

olduguou kullaolrsak, 

<A(u ),u >E' c' ~ 0 o 0 , I~ 

buluruz. VarsaYlm geregi, her u ~ D 

~uodan, yukarldaki e§itsizl ik 

ve A(u ) = 0 dlr.// 
o 

u € D 
o 

i~ in, <A(u), u>E' E > 0 oldu-, 
oldugunu verir. 0 halde, u .. D 

o 
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-UYAR I: 1) D klimesinin 0(E,E')-kapal1 olu~u, Tan1m III.2.3. den 

sonra verilen Drnek 2) de go""rdu""'u""lnu""z " " o glbl, D nin konveks olmaslDl 
gerektirmez. 

2) D klimesinin a,lk ve D nin de O(E,E')-t,k,Z olu~unun 

(E, I I I I) uzay'n,n refleksif olmas1n1 gerektirdigini burada belir
telim. 

TANIM 111.2.5- D ~ X bir klime olsun. Eler, X sin her sonlu-boyutlu 

alt uzaY1 F i,in, DnF klimesi F de a,lk ise, Dye 'sonlu-a,lk't1r, 

denir. 

Her a,lk klime sonlu-a,lkt1r; kar§lt1 doBru delildir. Eler 

D C X sonlu-a,lk ve F de, X sin sonlu-boyutlu bir alt uzaYl ise, 

dF(DnF) ~ Fn3D dir. Zira 

-F 
3F (DnF) = DnF , (DnF) = Fn DnF , (DnF) C DnF , (Dn}') 

= (D 
a 

, D)nF c: (0 , D) nF • FndD dir. /I 

Eler A operatorli D den E' ne O(E,E')-o(E' ,E) slirekli ise, 

Teorem 111.2.1. de D lizerine koyduRumuz var$ay.mlarl zaYlflatabil

dilimiz gibi A nln da monotonluRunu kaldlrabiliriz. Bu da ~imdi 

verecegimiz teoremin iddiasldlr. 

TEOREM 111.2.2.- D ~ E Slf1rl i,eren sonlu-a,lk bir klime ve 

A:D .,. E' O(E,E' )-O(E' ,E) slirekli bir operator olsun. ERer, 

ii O(E,E')-tlklZ ve her u4ClD i,in, 

bir uot D i,in, A(uo ) = 0 du. 

<A(u),u> I > 0 ise, ~n az 
E ,E 

tSPAT: l' ile E nin blitlin sonlu-boyutlu alt uzaylarlnln ktimesini 

giisterelim. Her F('P i,in J
F 

ve J; Teorem 111.2.1. rin ispat1nda

ki gibi olsunlar. AF = J;AJ F koyallm. AF:OnF .,. F' slirekli bir 

operatordlir, zira A o(E,E')-o(E' ,E) stireklidir. Ayr1ca, her utdD 

i,in <A(u) ,u>E' ,E > 0 ve dF(DnF) C FndD oldui\undan, 

dir. 0 halde, Dnerme 111.2 ye gore, en az bir uFEDnF i,in 

= 0 
(1) 
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d1r. {uF1F'((1' <:: ii ve ii de O(E,E' )-t1ku oldul\u i~in, bu al\.1n, yine 

ayn1 notasyon ile gosterecegimiz, O(E,E')-yaklnsak bir alt a~l 

vardlr. uo=O(E,E' )-lim u
F 

olsun. u
o

" Ii dir; zira, ii O(E,E' )-kapa-

11dlr. ~imdi, vEE alahm. v yi i~eren F (Orr ler var: dlr , ornel\in 

Fo = span(v). Her Fo!.~ F:> Fo i~in, (1) den, 

(II) 

-
dlr. 0 halde, A nln 0 Uzerinde O(E,E' )-O(E' ,E) sUrekli oldugu kul-

lanlr ve (II) de limite ge~ersek, 

<A(u ),v>E' = 0 o ,E 

buluruz. (III) e§itli~i her v£E i~in 

,hr. Her uoaO i~in, <A(u),u>E',E > 0 

halde, U
o
" 0 ve A(uo ) = 0 dlr.// 

(III) 

ge,erli oldugundan, A(u) 
o 

oldu!\undan, u If: dO dir. 0 
o 

= 0 

Teorem 111.2.2. de, Teorem IIl.2.l. gibi, (jnerme 111.2.2. 

nin bir genellemesidir. Burada §unu da belirtelim ki, pratikte, 

O(E,E' )-O(E' ,E) sUrekli operatorlere rastlamak zordur; monoton ve 

radial sUrekli operatorler ise slk slk rastlanan operatorlerden

dir. (jrne[lin, Nemickii operatorleri [Vainberg, I, 9: 150 ve sonra

kiler], [Krasnoselski, I, s: 33 ve sonrakilerJ i,in bu iizellikleri 

incelemek zor degildir.// 

(jnerme 111.2.3. Un bir benzerini Hilbert uzaylarl i~in ver

mek miimkiindiir. Oaha genel olarak, (.:, I I II) kendisi ve dUal i ke-

sin-konveks olan bir refleksif B~nach uzaYl ve J~:E~E' 

O(E,E') sUrekli bir dUalite operatorU olsun. - Orne~in 

O(E,£') -

E-"P , 

l<p< 00 - [onerme 11.1.9 a baklnlz]. Teorem 

A-J~ veya J~-A olarak, a§a~ldaki, bir ~e§it 

niteliginde olan, Hnermeyi bulunuz. 

111.2. de A yerine 

sabit nokta teoremi 

-
ONERME 111.2.6- E ve J~ yukarlda izah edil~i~i gibi; A ve 0 ise 

Teorem 111.2.2. deki gibi olsunlar. E~er, 0 o(E,E')-tlkiZ ve a§a

Ildaki ko§ullardan herhangi bir 

a) .. u £d 0, <A(u) ,u>E' ,E > <I>(llull)llull 

b) .. ut:i>o, <A(u),u>E',E > <I>(llull)llull 

c) aD baglantlhdlr ve her u .aD ic;in, <A(u) ,u>E' E * , 
<P(llull)llull. 
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saglanlyor i se , en az bir u ~D i~in, A(u )-J~(u )dlr.// 
o 0 ~ 0 

Eger, A operatorti bUtu"n uzay E Uzerinde tan,ml, veya daha 

genel olarak, D yi i~eren ve her noktaslnda emiei 'olan bir D' kti

mesi Uzerinde tan,ml, ise, a§agldaki, gorUnti§Un aksine, varsay,m

larlnln saglanmasl nispeten kolay alan, teoremi buluruz. Bu teo

remde E bir refleksif Banach uzaYl, D- B (0) ve D' = B ,( 0 ) (r' > r ) 
r r 

olarak dU§UnUldUgUnde varsaYlmlarln 

gorUlebilmektedir. 
ne ifade ettikleri daha a~lk~a 

TEO REM 111.2.3- D ~ iio f D'~E olan iki kUme ve A:D'''E' bir opera

tor, olsunlar. Eger, a§agldaki ko§ullar 

) -0 
1 O~D, D sonlu-a~lk, D o(E,E')-tlklZ ve D' her u" D' da 

a 
emieidir. 

2) A operatorU D' Uzerinde monoton, radial-sUrekli ve her 

utaD i"in, 

<A(u),u>E' E > 0 dlr. , 

saglanlyor ise, en az bir u (iio i~in, A(u ) = 0 dlr. 
a 0 

lSPAT: D' kUmesi her u € D' da emiei ve A da D' Uzerinde monoton 
o 

ve radial sUrekli oldugu i~in, Onerme 111.2.5. e gore, A operatorU 

D' Uzerinde sonlu-sUreklidir. Diger taraftan, D sonlu-a~lk oldu

~undan, E nin her sonlu-boyutlu alt uzay1 F i~in, "F(Dnr) ~ rndD 

dir. 0 halde, her VED' i~in, Kv={u~iiO/<A(V) ,v-u>E' ,E :: 0) kursak, 

Teorem 111.2.1. rin ispatlnda oldugu gibi, {K /v~D'} ailesinin son-
v 

lu arakesit ozelligine sahip bir aile oldui\unu buluruz. iio a(E,E') 

tlklZ, K c:. D ve her K O(E,E')-kapall oldui\u i~in,nKv J ¢ dir. 
v v v€D' 

u € n K olsun. K lerin tan,m' geregi, 
o v I v 

v~D 

'" vt-O' , <A(v) v-u > > 0 , oE',E-

d i r. D' kUmesi u da emici ve A da u da o 0 

i~ in, Onerme 111.2.1. re gore, A(uo) = 0 

A(u) = 0 dH.// 
o 

radial sUrekli oldugu 

dir. 0 haIde, -a 
u € D ve 

o 

ORNEK: Yukarldaki teoremin basit bir uygulamasl i,in §oyle bir or

nege bakallm: (E,II II) bir refleksif Banach uzaYl, A:E ~E' mono

ton h-sUrekli olan bir operator ve fiE' veriImi§ bir eleman oisun. 
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a) R > 0: I I u I I = R~ <A(u)-f u> , E I , E > 0 

b) R > 0: I I u I I = R=o> <A(u)-f u> , E t , E < 0 

c) R>O:llull= R =0> <A(u)-f,u>E' E i 0 (burada dim E>l 
, kabul ediyoruz) 

d) R>O: Ilull> R=o> <A(u)-f,u>E' ,E < 0 

herhangi biri saglanlyor ise, en az bir u 6E, 
o 

I I u I I,:: R, 
o i~ in, 

A(u o ) = f dir. Bunun do~rulugunu 

D = {u,E/llull< R} ve D'-E almak 
gormek i~in, Teorem 111.2.3. de, 

yeterlidir. Ayrlca, 

ton ise, A(u o ) = f e§itligini saglayan U
o 

tekdir.// 

BtR SABtT NOKTA TEOREMI 

A kesin-mono-

Rothe ait eski(1937) bir sabit nokta teoreminin ifadesi §oy

ledir (J.T.Schwartz,I, s:96), (Smart, s:27). 

TEOREM (Rothe): (E,II II) Bir Banach uzaYl, D ~ E a~lk, slnnll ve 

konveks bir klime, ve A:D -> E slirekli ve tlklZ [A(ii) nln kapanl~l 

tlklzdlr] bir operator olsun. Eger, A(3D) = D ise, en az bir 

i~in, A (u ) 
o 

= u dlr.// 
o 

u c: D 
o 

Burada yapmak istedigirniz §udur: Rothe teoreminde 'konveks' 

ko§ulu yerine 'bUzlilebilir' ko~ulunu koyarsak teoremin yine ge~er

liligini korudugunu gostermektir. BUzUlebilirlik kavrarnl kunveks

lili kapsadlRlndan, elde edecegimiz sonu~la Rothe teoremini gene 1-

le§tirrni§ oluyoruz. 

A§a{lldaki onerrne Ives,R.T. ye aittir. [Tanlm 111.2.3. den 

sonra verilen kaynaklar]. 

ONERME 111.2.7- (X,1) herhangi bir Hausdorff topolojik vector uza

yl, D'X bir bUzUlebilir kUme ve P de D nin Minkowski fonksiyoneli 

olsun. Bu durumda, p sUreklidir ve 

g _ {uEX/p(u)<l} CDC {uo:X/p(u) < I} = D 

d i r • 
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lSPAT: Minkowski fonksiyonelinin tanlml gereli, her u~X i~in, 

p(u) = inf!t>O/u6tDI dir. D bir btizUlebilir kUme oldugu i~in 

flrln bir kom§ululudur. Herhangi bir topolojik vektor uzaYlnda Sl

flrln her kom§ululu emici olan ba§ka bir kom,uluk i~erir. 0 halde, 

o emici ve p sonludur. Ayrlca, tanlmdan a~lk,a gorlildlilli gibi, p 

pozitif-homojendir, ve 

o 
D C {uO:X/p(u)<l} CDC (u_X/p(u) < lIeD (I) 

d ir. 

p nin X Uzerinde sUrekli oldulunu gostermek i~in p nin X 

Uzerinde Ustten yarl sUrekli ve alttan yarl sUrekli oldulunu gos

termek yeterlidir. p pozitif-homojen olduRu i~in, p nin alttan ya

rl-sUrekli olu§u {UEX/P(u)<l} kUmesinin a~lk olu§una; p nin Ustten 

yarl sUrekli olu§u ise (u~X/p(u) < II kUmesinin kapall olu,una e§

delerdirler. 0 halde, (I) ballntls1na gore, p nin alttan yarl-sli-
o 

rekli olu§u 0 • {uEX/p(u)<l} oluluna; ve p nin Ustten yarl-sUrekli 

olu§u ise, D • (ULX/p(U) < I} olu§una, e§delerdirler. Sonu~ olarak, 
o 

p nln sUrekli oldulunu gostermek i~in, D - (ufX/p(u)<ll ve D • 

(UfX/p(U) ~ 1) olduklarlnl gostermek yeterlidir. 

o 
D - (u EX / p (u) < 1 } 

p(u) < 1 olsun. ( = max 

mojen olduAu i~in, p(~) 
TED dir. 0 bUzUlebilir 

g • (ucX/p(u)<l) dir. 

oldulunu gosterelim. Bunun i~in, UeX ve 

Ii, p(u)} ala11m. 0 < c < 1 ve p pozitif ho

: ~ p(u) < 1 ve dolaYlslyla, (I) e gore, 
E _ 0 0 

oldulu i~in cO ~ 0 ve u~O dlr. 0 halde 

D = !uo:X/p(u) < I} oldulunu gosterelim. Bunun i,in ufD ve 
"" (u) I () r I r=p (u) olsun. Eller r > 1 oimul olsa ldl, P - • - p u =vr > 

u I-tf rr 
VB 0 bUzUlebilir oldulu i~in de - £ - D ~ 0 olurdu. Oysa, rr rr 
g • (u~X/p(u) < II dir. 0 halde, p(~) < 1 dir. Bu ,eli,kiden, 

p(u) _ r < 1 ve u£{u~X/p(u) : I} bu{Kruz. Boylece D.!u X/p(u)~ll 
oldulu gHrlilmU§ olur ve ispat biter.// 

UYARI: (X,Y) bir Hausdorff topolojik vector uzaYl, V c X slf,rln 

bir kom§uluRu ve p de V nin Minkowski fonksiyoneli olsun. ERer, V 

. f rln bl"r komoulu'u oluou p nin sUrekli konveks degil ise, V nln Sl 1 • b • 

olmasl i,in yeterli delildir. Zira, yukarldaki onermenin iopatln-
. """ ekli olmasl irin gerek ve yeter ko-dan anla§lldlill gibl, p nln sur • 

" b" b"" ""lebl"lir kUme olmasldlr. luI V nln lr uzu 
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TEOREM II1.2.4- (E.II II) bir Banach uzaYl, D~ X bir apk, SlnH-

11 ve bUzUlebilir kUme ve A:D -> E bir sUrekli ve tlklZ operator, 

01 sun 1 a r. Ii & erA (c) D) c Jj is e, en a z b i rUe D i, in, A (u ) = u d 1 r. 
o . 0 0 

lSPAT: p, D nin Minkowski fonksiyoneli olsun. D bir bUzUlebilir 

kUme oldugu i,in, Onerme 111.2.7. ye gore, p, X Uzerinde, sUrekli

dir. Ayrlca, yine aynl onermeye gore, ueD olmasl i,in gerek ve ye

ter ko~ul p{u) < I olmasl; ve uEaD olmasl i,in de gerek ve yeter 

ko§ul p{u) = 1 olmasldlr. 

Her ueE i,in, q{u) = max{p{u),l} koyallm. q:E+[l,+oo{ bir 

sUrekli fonksiyondur ve q{u) = 1 olmasl i,in gerek ve yeter ko§ul 
u ueD olmasldlr. Her u~E i,in, ~(u) - q{u) koyallm. ~:E~E sUrekli-

dir. ~(E) £: 0 dir, ve her uED i,in, <l>{u) = u hr. Ba~ka bir deyim 

ile, D kUmesi E nin bir daralml§l (retract) ve <l> de E nin bir da

raltmasl (retraction) dlr. A operatorU sUrekli ve tlklZ ve <l> de 

sUrekli oldugu i,in, Ao<l> operatorU Eden E ye sUrekli ve tlklzdlr. 
- -

B, A(D) ve D yi i,eren, E nin bir kapall yuvan olsun. - A(D) ve D 

slnlrll olduklarlndan, boyle bir yuvar vardlr - Schauder sabit 

nokta teoremine gore, en az bir u E B i~in, 
o 

(Ao<l» (u )=u dH. 
o 0 

~imdi, u eD oldugunu gorelim. Bunun i,in u taD 
o 0 

nin imkanslz oldugunu gostermek yeterlidir. 

ve u ~ 0 halleri
o 

1) Eger u eaD olmu§ olsa idi, varsaYlm geregi, A(3D) ~ D, 
o 

ve <l>(u ) = u oldugu i,in, 
o 0 

D a,lk oldugu i,in, DnJD = 
dlr. 

(Ao~)(u ) = A(u ) • 
o 0 

i/J d 1 r. 0 I, a 1 de, u 0 " 

u tD olurdu. Oysa 
o 

3D hali iUlkanslz-

2) E~er u ¢O olmu§ olsa idi, p(u ) > I, q(u ) = p(u,) ve 
bOO 0 l 

<J>(u ) = /0) olurdu. p pozitif-homojen oldugu i,in, p(<l'(u o ) = 
o p U o 

( Uo ) _ 1 dl'r Bu ise ~(u )"aD olmaslnl gerektirir. Bu da, 
P p(u) _. 0 

A(aD)o~ D oldugundan, uoeD olmaslnl gerektirir ki bu bir "eli~ki
dir. 0 halde, u "" 0 hali de imkanslZdlr. 

o 

¢ aD lt~ halleri imkanS1Z olduguna gore, u ~ D 
u ve u 0 

0 0 

u cD i<;in, <J>(u )-uo du. o halde, u €'D ve A(u ) = u 
d ir. Ama, 0 0 0 

0 0 

du./! 
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SON U C 

Bu ~all§mada yapllanlarl ve bunlar ile dli§lincelerimizi §ey

Ie ezetliyebiliriz: 

BOLUM I bir sentez ~all§masldlr. Burada Banach uzaylarlnln 

geometrisi ve lineer olmayan operatorler teorisi ile ilgili, ~a

ll§mamlz i~in gerekli olan, bilgiler toplanml§tlr. 

KISIM 11.1 de dlialite operatorleri genelle§tirilmi§ ve bu 

operaterlerin ~e§itli ozellikleri incelenmi§tir. Burada yapllan 

\all§ma dlialite operaterlerini genelle§tirdi~i gibi, aynl zamanda 

da, dlialite operatorlerine Bishop-Phelps teoreminden itibaren yeni 

bir yakla§lmdlr. Dlialite operatorlerinin ~e§itli uygulamasl vardlr 

[Browder 2,3J, [Fucik et all [Lions, lJ, [Vainberg, 2J. Bu uygula

malarda, lizerinde ~all§llan uzay, genellikle bir refleksif Banach 

uzaYl - ,o&u zaman, bir Sobolev uzaY1 - d1r. Oysa~ lineersizligi 
, " rOo. () n "(du (~)2 u 2 , kuvvetll alan LOrnegln, A u = - f --- --- e oXi + ue gl-'laX,dX, 

1= 1 1 

bi] operatorler lizerine yap1lan ,al1§malar [Donaltson, I, s: 507-

528], [F 0 u g ere s, I, s: 763- 6 5]. But i pop era t (j r 1 ere b a & 11 01 a r a k 

verilen e§itlik ve e§itsizliklerin ~ozUmUn bir Sobolev-Orlicz uza

y,nln ikinci dlialinde olduRunu gostermi,tir. Genelleltirilmi, dUa

lite operatorlerinin lineersizligi kuvvetli alan operatorlerin in

celenmesinde yararll olabilecegi kan1s1ndaY1z. 

KlSIM 11.2 de refleksif Banach uzaylar1nda, herhangi bir 

ID-operaterU T ve bir kapal1 konveks klime K dan hareketle, T-izdU

,Urn diye adland1rd1R1m1z bir u+k u€ K operatorU tan1mlanm1§ ve bu 

operatorUn klasik izdU§Um operatorUnUn temel ozelliklerine sahip 

oldugu gosterilmi§tir. 

Bil indigi gibi ([Edelstein, 

s:380, Teorem 1 ve 2J, [Ekland, I, 

I, s:375-377J, [Baranger, I, 

s: 466, Corollary, 12J)(E,11 II) 
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bir dUzgUn-kenveks Banach uzaYl, K '_ E d b' ~ a lr kapall-ama konveks 
izdUoUm operato"ru" +1' b···· . ~ U KU utun uzay Uzerlnde ta-

olmayan- kUme ise, 

nlmll de~ildir [PI( nln tanlm alanl E ni bir yogun C.-kUmesidir]. 

r-izdU§Um kavramlnl tanlmlamakta, ba§langl~ta, gayemiz 'dUzgUn-

kenveks Banach uzaylarl d k k n a, onve s olmayan kapall kUmeler i~in, 

klasik izuU§Um operatorUnUn yerine kullanllabilecek, bir izdU§Um , 
kavraml t anlmlamak' id i B .. d • u yon e u&ra§llarlmlz bunun yapllabilme-

sinin a§agldaki serunun ~ozUmUne bagll eldugunu gosterdi. 

SORU: (E,T) bir yerel kenveks topolejik vektor uzaYl, KCE bir tl

klZ kUma VB T:K+E' bir sUrekli operator olsun. 

V VEK, <T(u ), u -v>, < 0 
e 0 E ,E -

varyasyenel e§ itsizliBini saBlayan bir u t! K var mldlr? 
o 

Burada hemen belirtelim ki, eger K konveks ise, boylesi bir 

U o rln varllBl bilinmektedir [Browder, 4, s: 286, Teorem 3J. Bu 

serunun ~ozUmU, ki bunun ne ol~Ude mUmkUn olacaglnl bilmiyoruz, 

kenveks olmayan eptimizasyon teorisinde onemli olacaBl dU§Uncesin

deyiz. Kanlmlzca, T-izdU§Um kavramlndan bu yonde yararlanllabilir. 

KISIM 111.1 de M-tipi operatorlere bagll olarak verilen 

varyasyenel e§itsizliklerin ,ozlimUnlin varllgl gosterilmi§tir. Bu 

tip operatorler daha once H.Brezis [Brezis, IJ taraflndan incelen

mi§ ve bu tip operatorler ile verilen e§itliklerin ~ozUmUnUn var

llgl gosterilmi§tir. Burada yapllanlar, KlSlm 11.2 nin bir uygula

maSl elduRu gibi, bir ol~Ude de, Brezis'in bu ~all§maslnl tamamla

maktadlr. 

KISIM 111.2 de, Banach uzaylarlnda, A(u) • f denkleminin 

~BzilmUnlin varllgl ilzerine bir dizi Bnerrne ve teorem ispatlannllij

tlr. Bunlar i~inde, kanlmlzca, en iyileri Onerme 111.2.1, IIl.2.S, 

reorem III.2.l., IlI.2.2., 111.2.3., IIL2.4. dUro Teorem LIL2.4. 

bir sabit nakta teoremidir. Bu teo rem Rothe'ln sabit nokta teore

min in bUzUlebilir kUmeler i~in de ge~erii oidugunu gostermektedir. 

Ayrlca, burada yapllanlarln bUzUlebilir kUmeIerin de konveks kUme

ler gibi onemii bir slnlf olu§turdugunu gosterdigi kanlslndaYlz. 

Onerme 111.2.4. ve 111.2.7. de gordUk ki konveks kUmelerin baZl 

Unemii ozellikleri blizUIebilir kUmeler i~in de doBrudur. ~Uphesiz, 

bUzlilebilir kUmeIerin bUtUn HzeIlikleri bunlar degiluir; konveks 

kUmelerin diger ozelliklerinin hangi ol~Ude bUzUlebilir kUm~ler 

i~in de ge~erli oldugunun incelenmesinin yararll olacaRl dU,Unce-
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