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OZET

Burada sundufumuz g¢aligma {i¢ b&liimden ve her bdlim de iki

kisimdan olugsmugtur:

KISIM I.1'de Banach uzaylarinin geometrisi ile ilgili temel

kavram ve Hzellikler toplanmigtir,

KISIM I.2'de lineer olmayan operatdrler ile ilgili bazi ta-

nim ve sonug¢lar yeralmaktadair.

KISIM 1I.1'de diialite operatdrleri genellegtirilmis ve bu

"operatérlerin 8zellikleri incelenmigtir.

KISIM II.2'de, refleksif Banach uzaylarinda, "T-izdigiim"
ad1 altinda bir izdiigiim kavrami tanimlanmig ve, herhangi bir 1D~

operatdri T ig¢in, T-izdlglim operatdriiniin ¢zellikleri incelenmigtir.

A,
KISIM III.1'de, refleksif Banach uzaylarinda, M-tipi opera-
torlere bagli olarak verilmig varyasyonel egitsizliklerin ¢déziimi-

niin varligy gésterilmigtir.

KISIM ITI1.2'de, bir Banach uzayr E nin bir (konveks olma-
yan) alt kiimesi D iizerinde taniml: bir A operatédri icin, A{u) = O
(A : D> E"), A(u) = J¢(u) (J¢

A(u)su (A : D + E , U€D) egitliklerinin ¢éziminin varlipgyl lGzerine

bir ditalite operatédriidiir) ve

bir dizi Ynerme ve teorem verilmisgtir.
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SUNUS

Bu ¢caligma li¢ bdliimden olusmugtur:

BOLUM 1: 6N BILGILER,

BOLUM 1I11: 1zDpUSUM KAVRAMININ, LINEER OLMAYAN OPERATORLER YARDIMI
1LE, BIR GENELLESTiRILMESH,

BOLUM IIT: LINEER OLMAYAN ESITLIK VE ESITSIZLIKLER UZFRINE BAZI
SONUCLAR,

BOLUM 1'de galigsmamiz igin gerekli kavram ve bilgiler top-

lanmistir. Bu b8lim iki kisima ayrilmigtir:

KISIM I.,1'de Banach uzaylarinin geometrisi ile ilgili te-

"mel bilgiler yer almaktadir ki bunlar: a) Kesin-konveks (Strictly
Convex) Banach uzaylari, b) Pﬁrﬁzsﬁz (Smooth) Banach uzavlarai,

¢} Diizgilin piirizsiiz (uniformly smooth) Banach uzaylari, d) Diizgiin-
konveks (uniformly Convex) Banach uzaylari, e) Yerel diizgiin-kon-

veks (locally uniformly convex) Banmach uzaylari ile ilgili tanim

ve sonuglardir.

KISIM I.,2'de lineer olmayan operatdrler ile ilgili bilgiler
yeralmaktadir ki bunlar: a) Monoton operatérler, b) h-siirekli
(hemicontinuous) operatdrler, ¢) p-monoton (pseudo-monotone) ope-
ratérler, d) Diilalite operatdrleri, e) GAteaux tirevi ve alt-grad-

yan kavrami ile ilgili tanim ve sonuglardir.

Bu b&liimde bir ka¢ basit Gnermenin ispatindan bagka ispat

verilememis, ancak, her Onerme i¢in gerekli kaynak gdsterilmigtir,

Calismanin esas kismini BOLUM II ve BOLUM IITI olusturmakta-

dir.

BOLUM II'de yapilanlara agiklik ile anlatabilmemiz igin

agapgidaki tanimi burada hatirlatmak gereklidir kanisindayiz. Bu
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tanimda (E, !l 11) bir refleksif gercel Banach uzay:, (E',I!l 11")
onun difali ve T : E + E' bir operatérdiir, E' ile E arasindaki do-
gal diialiteyi <.,.> ile gisterecegiz,

E',E

TANIM A- i) Her u,v ¢E igin, u £ v olmak lizere,

<T(u) - T(v), u=-v> > 0
E',E

ise, T ye "kesin-monoton"dur, denir.
ii) Her u,v¢E ve 0gtgl ic¢in,

lim <T{(uset(v-u)), v-u> s <T(u), v-u>
t+0+ E',E E',E

ise, T ye "h-siirekli"dir, denir.

iii) u ¢ E sabitlendigi zaman, livil pnin u ya bagli, llull
sinirl: kaldifi zaman sainirli kalan, bir a(llull) sayisindan biyiik

degerler igin,

<T{(v=-u), v> > 0
E',F

ise, T ye "koersif", denir.//

$imdi, T : E » E' kesin-monoton, h-siirekli, koersif ve
T{o) = 0 olan bir operatdr ve K da E nin bir bog olmayan kapal:
ve konveks alt kimesi olsun. B&lim II'de yanitlamaya g¢alistigimiz

SORULAR gunlard:r,

Sl) Her u ¢ E i¢in, agapidaki (I) varyasyonel egitsizligini

saflayan bir k, € K varmidair?

(I): ¥ v ¢ K, <T(k _-u), ku=-v> < 0.
u ' -
E',E
Cok iyi bilindigi gibi, eger (H,<>) bir gercel Hilbert uzayi ve
K da H nin bir bog olmayvan kapal: ve konveks alt kilimesi ise, uv &€ H

nin K iizerine metrik izdiiglimi ppu,

(1') : ¥ v K , <Pyu-u, ppu-v> <0

varyasyonel egitsizlipini saplayan K nin tek elemanidir. Baska bir

deyim ile pyu (I') varyasyonel egitsizligi ile de tanimlanabilir,
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Yukaridaki sorunun altinda yatan diigiince budur.l

S9) Eper, her u € E igin, (I) varyasyonel egitsizligini
saglayan bir k, € K var ise, bu k, tek midir? u € K igin, ky = u

midir?

S3) Eper, her u ¢ E i¢in, (I) varyasyonel egitsizligini
saglayan bir k, € K var ise, u ¢ E » k, € K operatdriniin ne gibi
tzellikleri vardir? { Bilindigi gibi, Hilbert uzaylarinda ve, daha
genel olarak, yerel diizgiin-konveks Banach uzaylarinda, u * ppu

operatdrii sliveklidir] [(B61ltim I1.2'ye bakiniz.]

S,) Efer, her u ¢ E ig¢in, (I} varyasyonel egitsizligini
saplayan bir k, € K var ise, u ¢ F = T (k,-u) ¢ E' operatdriiniin
ne gibi zellikleri vardair? {Bilindipi gibi, Hilbert uzaylarinda,

u ¢ H + ppu~u H operatbrii monoton ve sﬁreklidiil.

Bu sorularin anlamli olmasi, her seyden dnce, E den E' ne
giden, kesin-monoton, h-giirekli ve koersif olan operatérlerin
varlipina baglidir. lste, B61lim II'nin birineci kismi, Kisim II.1,

.bu ise ayrilmigtar.

KISIM II.l1'de, kendisi ve diiali kesin-konveks olan bir
Banach uzayi-bu uzayin refleksif olmasi gerekmiyor- verildiginde,
bu uzayin ikineci diiali (E",|11t") niin, norm-topoloji ig¢in yogun
olan ve E yi igeren, bir A alt kimesi iizerinde tanimli, A dan E'
ne giden "kanonik" operatdrlerin varligi gdsterilmigtir. Bu opera-
térler, uzay refleksif oldufu zaman klasik dilalite operatdrlerine
(EBrowder, 1,2,;], [Lions, E], [Vainberg, i]) dénligmektedirler, Bu
nedenle bu operatdrlere "genellestirilmig dilalite operatdrleri”
ad1 verilmigtir. Bu operatérlerin kesin-monoton, h-siirekli ve
koersif olduklari ispatlanmis ve difer bir ¢ok dzellikleri ince-

lenmigtir,

KISIM I1.2'de Tanim=-A daki i), ii) ve iii) Gzelliklerine

sahip herhangibir T : E - E' operatdriine "izdiigliren operatsr™"
kisa olarak,“ID—operatBrﬁ” adl verilmig ve yukarida siralanan
$1)s S5)» 83) ve S,) sorularina YANIT olarak gunlar gdsterilmig-

tir:



Y1 2) Herhangibir ID-operatéri T : E » E' verildiginde, her
.

u ¢ E icin, bir ve bir tek, k, € K (I) varyasyonel egitsizlipgini

u
saglamaktadir. Ayrica, u € K icin, ve yalniz bu u lar igin, ky=u

dir.

(1) varyasyonel egitsizligi ile tanimlanan bu k,; ¢ K elema-

nina "u nin K lizerine T-izdiiglimi" ad1i verilmigtir,

y3) u € E >k, € K operatériiniin yari-silirekli (norm-zayif
slirekli) bir operatdr oldupu ispatlanmig ve, K kiimesi yerel-tikiz

oldupu zaman, ayni operatdriin siirekli oldupu gésterilmigtir,

ya) u € E + —T(ku-u) € E' operatdriiniin monoton, yari-siirek-

1i (norm-zayif yildiz siirekli) ve sinirli oldugu goésterilmigtir.
t

Ayrica, T operatdrii olarak bir diialite operatdrii aldigimiz-

da k,, niin ppu ya esit oldupu gézlenmigtir.

Bu konuda vurgulanmasi gereken bir nokta da sudur: T-izdii-
gim kavrami metrik izdiigiim kavramindan daha genel bir kavramdair.
*T-izdiiglim, u =+ k, € K operatériini tanimlayabilmemiz ic¢in lizerinde
¢aligtipimiz uzayin bir normlu uzay .olmasi gart degildir; herhangi
bir yerel konveks Hausdorff topolojik vectdr uzayinda da T-izdigim
kavramini tanimlar, T-izdliglim operatdrii, u ; ku € K nin Bzellikle-
ri inceleyebiliriz., Ama, gergeklerden uzaklagsmamak ve tamamiyla
varsayimlara dayanan bir gergevede ¢aligsmak durumunda kalmamak

i¢in, Banach uzaylarinda g¢aligmak yejlenmigtir,
BELUM ITII'de iki kisima ayrilmigtir.

KISIM I11.1 "ﬁ-t-pi operatdrler ile verilmis varyasyonel
egitsizliklerin ¢dzimiiniin varligl lzerine"” bagliginy tasimaktadir,
Bu ki1sim B¥lim II'nin bir uygulamasi nitelifindedir., Burada gaye-
miz, A : E » E' bir ﬁ—tipi, tn-koersif operatdr, K& E konveks ve

kapali bir kime ve f ¢ E' verildiginde,

{I1) ¥ v € K, <A(u)-f, u-v> < 0
E'LE
varyasyonel egitsizligini saglayan bir u ¢ K nin varlifinl géster-
mektir. [Brezis,I] de bu tip operatdrler, tanimlanmig ve incelen-

migtir. Ayrica, ayni yapitta, Brezis A(u) =fdenkleminin ¢dziimiinlin
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varliginy giéstermigtir. Ancak, (II) tipi bir varyasyonel egitsiz-
n, ,

1ligin, A bir M-tipi operatdr oldufu zaman, ¢6zimiiniin varligi, bil-

digimiz kadari ile, heniiz g&sterilmig degildir, Burada yapilanlar,

bir Blglide, bu boglugu doldurmaya ybneliktir.

KISIM III.2 "A(u) = f denkleminin ¢&ziminiin varligr lizerine
bazi1 sonuglar" baglipgini tagimaktadir. Bu kisimda bir Banach uzay:
(E, !l 11) nin bir alt kilimesi D lizerinde tanimli, D den E ye, veya
0 (0 ¢ E"), A(u) = J¢(u)

(j¢ bir diialite operatériidiir) ve A(u) = u (u ¢ D) egitliklerini

E' ne, giden bir A operatdri igin, A(u)

safflayan bir u € D elemaninin varligi ile ilpili bir dizi “nerme
ve teorem ispatlanmigtir. Bu Snerme ve teoremlerden bir kismi bilinen bazi so-
nuélarl genellestirmekte, diper bir kisma ise, kanimizca bazi yenilikler iger-
mektedir. [brnegin, Teorem 111.2,1, I11I.2.2, III.2,3, III.Z.A].
Burada ispatlanan 8nerme ve teoremlerde vurgulanmasi gereken bir
nokta da "konveks"ligin kullanilmamasidir. O8rnegin A(u) = u sabit
nokta teoremi konveks olmayan bir D kiimesi igin ispatlanmigtir., Bu
kisimda verilen teoremler tipinden teoremlerin ispat:i, genellik-
le, |}rowder, 4.5] de verilen "sabit nokta" teoremleri tipinden
sonuc¢lar kullanmaktadir. Sabit nokta teoremlerinde de konveksli-~
"pin Onemli rol oynayigi, sonug olarak, bu teoremlerden yararlana-
rak ispatlanan teoremlere de yansimaktadir. Biz burada [Browder,
4,5] tipi sabit nokta teoremleri yerine "topolojik derece" teori-
sinden [Leray—Schauder] yararlandik. |Bu teoride lizerinde galigti-
fimirz D kiimesinin konveks olmasi gerekmemektedir]. Ayrica, biiziile-
bilir (Shrinkable) kiimelerin &nemli Szellikleri incelenmis ve gim-
diye kadar konveks kiimeler ig¢in verilen bazi sonuglarin [bnerme
1171.2.4 ve Teorem III.2.4 gibi] biiziilebilir kiimeler igin de gecger-
1i oldufu gdsterilmigtir.// .

Burada sundufumuz ¢aligmada yveni olan veya yenilik igerén

kisimlar, kanimizca, gunlardar:

1) KISIM I11.1'de, Bishop-Phelps teoremi yardimi ile genel-
legtirilmig diialite operatdrlerinin tanima ve bu operatérlerin

tzelliklerinin incelenmesidir.

2) KISIM II.2'de, T-izdiiglim kavramij ve herhangibir ID-opé-
ratérii T den itibaren, T-izdligiim operatdriiniin 6zelliklerinin ince-=

lenmesidir.
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i . .
3) KISIM II1.1'de, M-tipi operatérlere bajly olarak veril-
mig varyasyonel egitsizliklerin g¢8ziimiiniin vérllglnln gisterilmesi-

dir.

4) KISIM I1I.2'de, Verilen Teorem ve Unermelerden Onerme

I11.2.2 ve Unerme III.2.7 harig diger sonuglardar.



BULOM 1: ON BILGILER

Bu bdliimde caligmamiz igin gerekli olan temel kavram ve
bilgiler toplanmigtir., Burada ifadeleri verilen Hneme ve teorem-
lerden sadece birkaginin ispati aktarilmis, digerleri igin ispa-
tin bulunabilecefi kaynak g&stermek ile yetinilmistir. Kdseli pa-
rantez igindeki isim ve sayilar bibliografyadaki yazar ve onun ya-

pitini bildirmektedir,

Bslim I, iki kisima ayrilmigtir. Kisaim I,1l'de Banach uzay-
larinin geometrisinin temel kavramlari ile ilgili; Kisim I,2'de

ise lineer olmayan operatdrler ile ilgili, bilgiler yeralmaktadir.

KISIM 1.1- BANACH UZAYLARININ GEOMETRIst 1LE trLciLl TEMEL
KAVRAMLAR

Bu tezde kullanacagimiz biitin vectdr uzaylari R ilizerinde,

{(gergel) uzaylardir.

NOTASYON: Herhangibir Banach uzayi (E,I{ 1}} dic¢cin, (E',!1 11°) ve
(E",!11 I!"™) ile onun birimci ve ikinci topolojik diallerini g&s-
terecegiz., E ve E" niin elemanlarini u,v,.. gibi; E' niin elemanla-
rini ise f,g... gibi, harfler ile gisterecegiz. Ayrica, B(E) ile
E nin kapali birim yuvarini ve S(E) ile de E nin birim kiimesini
gbsterecepiz, Ayni gsekilde, E' ve E" birim yuvar ve kiireleri

B{E'), B(E"), S(E') ve S(E") ile gosterilecektir,

I.1.1- KESIN-KONVEKS (Strictly-Convex) BANACH UZAYLARI

Banach uzaylari normlarinin -ve dolayisiyla birim kiirele-
rinin- sahip olduklari Szelliklere g&re gegitli siniflara ayril-

maktadirlar. Bunlardan 'kesin konveks' sinifini olugturanlar, aga-



g1daki taniminda da ifade edildipi gibi, birim kiiresi "yuvarlak"

olanlardair.

TANTM I.1.1- (E,¥t }}) bir Banach uzayr olsun. Eper, S(E) nin iki

ayri1 noktasini birlegtiren dofru pargasi, S(E) yi bir {ligincli nok-
tada kesmiyor ise, (E,!! }!) ye bir "kesin-konveks Banach uzay1"

dir, denir,.
Analitik olarak, bu tanim agaffidaki ifadeye egdeperdir:
u,v £ S(E), u g v, 0 < A <1 =2Xu ¢+ (1l-A)v ¢ S(E).

ORNEKLER: 1) (S, A, W) herhangibir 8lglim uzay: olsun. Lebesque
uzaylarir E = LE(S), 1 < p < o, ||u||p = [}SIulpdd11/p, Minkowski
egitsizliginin bir sonucu olarak, kesin-konveks Banach uzaylari-
dir,

2) Eger, M bir kesin konveks Young Fonksiyonu ve Q da
R™ nin bir 8lgiilebilir alt kiimesi ise, Orlicz uzaylari EM(Q) ve
LM(Q), Orlicz ve Luxemburg normlari ig¢in, kesin konveks Banach

uzaylarldlr[Sundereson, s: 1353-56| Orlicz uzaylarinin tamimi igin

.[krasuoselskii-Rutincki£| ye bakiniz.
Refleksif Banach uzaylarinin kesin-konvekslipgi ile ilgili,
Aspulund'un [Aspulund, i| klasik "renorming" teoreminden biraz da-

ha kuvvetli olan agsagidaki teorem vardar,

TEOREM 1.1.1- [Brezis—Crandall—Pazy,I]: (E,20F FI) bir refleksif

Banach uzay:r ve a ¢ R, a > 1 bir sayi1, olsunlar. Bu durumda, E nin
lizerine Syle bir || lia norm koyabilirizki, bu norm i¢in agapidaki
dzdeglik bagintilari

1
a

ve

W
78

ot L1 < all L1
a - a

saglanir ve, (E,il'lla) ve (E',1| |I;) uzaylari da ayni zamanda

kesin konveks olurlar.||

Bu teoreme gdre bir refleksif Banach uzayinin normu dzdeg

bir norm ile depigtirilerek,uzayin kendisi ve diiali kesin-konveks



yapilabilir, lleride, gerektipinde, refleksif Banach uzaylari ve

oenlarin diiallerini kesin-koenveks olarak alacafiz.

Kesin-konveks Banach uzaylari ile ilgili, ileride kullana-

cagimiz, iki Bnerme de gunlardir.

ONERME T.1.1- (E,I! 1) diali kesin~konveks olan bir Banach uzayi

ve u € En{o} olsun. Bu durumda, f(u) = Illull egitlipini saglayan

bir, ve bir tek, f € S(E') vard:ir.

ISPAT: Bsylesi bir f, Hanh~Banach teoremine gére, vardir. Eger,

f den farkli bir g g S(E') igin, g(u) = |lull olmug olsa idi,

£%§ € S(E') olurdu. Zira, IIE%EII' < 1 ve f;g {u) = 1iul!l oldufun-
+ . . ;

dan, lliiﬁll' = | dir, (E',10 1t"), varsayim geregi, kesin-konveks

oldugu igin, E%E nin S(E') de olmasi imkansizdir. O halde, f(u) =

lTull egitligini saglayan f € S(E') tektir.l!

ONERME 1,1.2- (E,!] 11) bir kesin-konveks Bamach uzayi ve u ¢ S(E)

bir eleman olsun. Bu durumda, f{u) = 1 ve, her v ¢ S(E)}, v # u

‘igin, f(v) < 1 olacak gekilde bir f &€ S(E') vardir.

ISPAT: Hahn-Banach teoremine giére, f(u) = 1 egitlipini saglayan
bir f € S(E') vardir. Efer u dan farkli bir v ¢ S(E) igin, f(v) =
olmug olsa idi, f(E%X) = 1 ve !quvt! < | olurdu. Bu son iki ba-
gint1 ise u;v nin S(E) de olmasini gerektirir; zira, efer herhangi
bir u, € B(E) igin f(uy) = I1£11 ise, u, zorunlu olarak S(E) de-
dir. u;v nin S(E) de olmasi, (E,!| 11) kesin-konveks olduBu ig¢in,

imkansizdir; o halde, f(v) < 1 dir.ll

Kesin-konveks Banach uzaylarinin kalitimsal zellikleri de

§6yledir:

TEOREM 1,1.2- 1) Bir kesin-konveks Banach uzayinin, her kapal:

alt-uzayir da bir kesin-konveks Banach uzayidir,
| 2) Bir kesin-konveks Banach uzayinin her b8liim uzaya
da Sir kesin konveks Banach uzayidir.
3) Eger, (El,ll Ill) f oo s (En,li 1!n) kesin~-konveks
Banach uzaylara

. n pq‘lfp
Ek ve IIuHp = I Iluli(llk y l<p<+e,

n
E= 1
= k=1

1



ise (E,!I| IIP) de bir kesin-konveks Banach uzayidir, [kﬁthe,I,
§:342-366].

I.1.2- PURUZSUZ (Smooth) BANACH UZAYLARI

Piiriizsiiz Banach uzaylari, Banach uzaylari icinde, birim
kiiresi "k&gesiz" olan Banach uzaylarindan olusan siniftir. Bu tip
Banach uzaylarinda, birim kiirenin her noktasindan bir ve bir tek,

tanjant plani gecgmektedir.

TANIM T.1.2- (E,!! {1} bir Banach uzay: olsun. Eger, her u ¢ S(E)
igin, £(u) = 1 egitlipgini gergekleyen bir,ve bir tek, f € S(E')
var ise, (E,!| 11) ye bir "piiriizsiiz Banach uzayi'dir, denir.
ORNEK: Herhangibir 8l¢iim uzayi (S,A,u) icin, (LE(S),II le),

1 <« p <€ + o bir piiriizsiiz Banach uzayldlr[kﬁthe,l, 5:351].

Bir Banach uzayinin pliriizsiiz olugsu uzayln normunun

Gateaux—-tlirevlenebilir olusuna baglidir.

. TANIM I.1.3- (E,!l 11) bir Banach uzayi ve u? € (SE) bir eleman
olsun. Eger, her v € S(E) igin lim flug + Avii-tlupl! var ise,
: Ao A
Ado

E nin normu "u, da GCadteaux-tiirevleri"dir, denir ve bu durumda
[a] ]

| tugtAvii=1tugl!
A

{grand |Ju_|f, v > = lim
0
h+o
Mo
yazilir.

ORNEKLER: 1) (S,A,u) herhangi bir 8lgim uzayi, E = LE(S), 1<p<+e,

ve u € E,u # 0 olsun. Bu durumda,
. 1-p p-2
rad !lult_ = llull lu(. )1 u(.
gra o p (.}
dir [Kéthe,I, 8:351], [vainberg, 2; s:23].

2) Q ¢ R" bir agrk ve sinirli kiime, M tiirevi siirekli
olan bir Young fonksiyonu, E = Ey(Q) (Orliz uzayi) ve |I lI(M) de

Luxemburg normu olsun. Bu durumda,



u
POTTaTT )
grad tlull = ()
M) (e ) U du
QP YTTOTT fTull
(M) (M)
dir. Burada, p,M nin tiirevidir. Bu Srnekte M(t) = 1 t1P alirsak,

Ornek 1'1 buluruz[ﬁrasnoselskii—Rutinckii,I, s:188,

3) 2 ¢ R™ bir agik kiime, E = W"'P(R), 1 < p < o,

m €é IN, Sobolev uzayi,

1 L |

L

tul | - o 1% 1P|MP ve w ¢ E, u s 0, olsun.
i fol <m P

Brnek 1'den veya, normun gradyaninin genel &zelliklerinden

I}ainberg,z, g8: 25, lemma 2.5] itibaren,

grad llull = a1 2P E el p@egp®y P 2pd%y)
‘ ®sP P tal<m

dir.//
Agagidaki teorem son iki tanimla verilen "piliriizsiiz"liik ve

normun "Gateaux-tiirevli"ligi kavramlarinin egdefer oldupunu sdy-

liiyor. lspat igin [biestel, s: 22] veya [kﬁthe,I, 83 350] ye ba-

kiniz.
TEOREM 1.2,3- (E,|1 |!}) bir Banach uzayi olsun. Asagidaki iki ko-
sul

1) (E,11 1) bir piriizsiiz Banach uzayidair.

2) E nin normu, tl ||, her u, € S(E) da GCateaux-tiirevlidir.

egsdeferdirler.//

Bir Banach uzayinin kesin-konveks veya piiriizsiiz olugu, uza-
yin dilalinin piiriizsiiz veya kesin-konveks olusuna baglidir. Bu da

agagrdaki teoremin ifadesidir. Ispat igin [biestel, 8 23] e ba-

kiniz,
TEQREM T.1,4- (E,!l 1}) bir Banach uzay1i olsun. Bu durumda,

1) Eger, (EjIl 11") kesin-konveks ise, (E;I!! [!) plirlizsiiz~
dir.

2) Eger, (Ej11 (') pliriizsiiz ise, (E,|l !!) kesin-konvektir.

Eger (E, || 11) refleksif ise,



3) (EJEL 11") nin piliriizsiiz (kesin-konveks) olmasi i¢in ge-
rek ve yeter gart (E,!l [!) nin kesin-konveks (piiriizsiiz) olmasi-

dir.//

Burada, gecerken, Onerme 1.1.1 in, Teorem 1.1.4/1'den ya-

rarlanarak da gosterilebilecegine isaret edelim.

1.1.3~- DUZGUN-KONVEKS (Uniformly Convex) BANACH UZAYLARI

Diizglin-konvekslik kesin-konvekslikten daha kuvvetli bir
kavramdir. Bu kavramda s8z konusu olan gey, kesin-konvekslikte ol-
dugu gibi, yine birim kiirenin "yuvarlak" olugsudur. Ama, burada bu

"yuvarlak"ligin "diizgiin" olmas) gerekmektedir.

TANIM I.1.4- (E,i! I1) bir Banach uzayi olsun. Efer, agagidaki
kogul,
uty
¥e>0 (0<e<2) 38505 u,veS(E), luvll 3 €= [[=] ¢ 1-6.
saglaniyor ise, (E,{! I!) bir "diizgiin-konveks Banach uzayi"dir,

denir.

ORNEKLER: 1) Her Hilbert uzayl, egkenar dtrtken bafintisindan ya-

rarlanarak g&sterilebilecepgi gibi, diizgilin-konvekstir.

2) Herhangibir &lciim uzayl (S,A,u) icin E = LE(S),

l<p<+m, norm icin, Clarkson egitsizliklerinden itibaren

oy
P -
gbsterilebilecepgi gibi, dizgiin-konvektir. |Clarkson, s: 396—414],

[Hewitt-Stromberg, s: 223:] [kéthe,I, s: 365], l:Adams, s: 35].
n oo N m,p

3) 0 ¢ R bir acik kiime, E = W (), lep<+ee, Sobolevw

uzaylr olsun., (E,{| liﬁ p) bir diizgiin-konveks Banach uzayidir.

:Adams, s 47:]//. ’

Copu kez, Tanim I.1.4 yerine, ona esgdefer olan, agapidaki

teoremin ifadesi kullanilair.

TEOREM I.1.5- (E,!I (1) bir Banach uzay1 olsun. (E,!! ||) nin diiz-

giin konveks olmasi ig¢in gerek ve yeter kogul



Plu 1L <1, My It <1 ve lim |lu -vnll:2 = lim Hu -vy!1=0
n n n++eo . n -+

ifadesinin saplanmasidir.// [Kéthe,I, s: 353].

Agafidaki teoreme gire, dlizglin konvekslik uzayin yalnizca
normuna def#il, uzayin topolojisine de baplidir: refleksif olmayan
bir uzayin normunu 8zdes bir norm ile degigtirerek uzayi dizgiin-

konveks yapmak olanaksizdir,

TEOREM T.1.6- [ﬁilman]. Her diizgiin-konveks Banmach uzayil refleksif-
tir [Wilansky, s: 109], |:Yosida, s 127], |Diestel, s: 27].

Diizgiin-konveks Banach uzaylarinin kalitimsal dzellikleri de
agapgidaki teoremde toplanmigtir IEBthe,I, s: 360], [blarkgon,
a: 398

*

|

TEOREM I.1.7- 1) Bir diizglin-konveks Banach uzayinin her kapali alt

uzayl da bir diizgiin-konveks Banach uzayidir,
2) Efer, (El,ll !il) 3o ey (En,l! Iln) dlizgiin~kon-

veks Banmach uzaylar:,

n
E = 1w E, ve [lull =
k p
k=1 k

l{u

|| P l/p
1 k k

[ e =

y l<pé&e | ise, (E, || !|p) de

bir diizgiin-konveks Banach uzayidir.//

I.1.4- YEREL DUZGUN-~KONVEKS (locally uniformly convex) BANACH
UZAYLARI

Yerel diizglin konvekslik, kesin-konvekslikten daha kuvvetli
fakat diizgiin-konvekslikten daha zayif, bir ara kavramdir. Bu kav-
ram da, kesin-konvekslik ve diizglin-konvekslik kavramlari gibi,

birim kirenin "yuvarlak"lipi ile ilgili bir kavramdir,

TANIM I.1.5- (E,Il !l) bir Banach uzayi olsun. Eger agafidaki ko-
gul,
Pu o= 1,-||u0|l = 1, lim !Iuﬁtu01l =25 1im | lu “u,ll= 0
n-++w n-++ow
saglaniyor ise, (E,!! Il) bir "yerel diizgiin~konveks Banach uzayi1"

dir, denir.



Yukarida da igaret edildifii ve Teorem I.l1.5'den de agikga
gorildiigi gibi, diizgiin~konveks Banach uzaylari yerel diizgiin-ken-
vekstirler. O halde, LP uzaylariy (l<p<+«) ve Sobolev uzaylari ye-

rel dizglin-konvekstirler.

Yerel diizglin-konveks Banach uzaylari ile ilgili agapidaki
iki Snemli teoreme ihtiyacimiz olacak. Bu teoremlerden ilk Teorem

1.1.1'in bir benzeri; ikincisi ise dizilerin yakinsaklaipi ile il-

gilidir,
TEOREM TI.1,8~ (E,!| 11) bir refleksif Banach uzay:i olsun. E nin
verilen normuna dzdeg Syle bir |{ |1, normu vardir ki, bu norm

1
igin E ve dilali ayn1 zamanda yerel diizgiin-konvekstirler |Trojanski,

s: 178, Corgllary, 3 ve 6].

TEOREM T1.1.9- (E,!| 1) Bir yerel diizgliin-konveks Banach uzayi

olsun. Eger, (un)néIN ¢ E, u = o(E,E")-limu, ve Ilull = limllu ||
nrw n+oo

ise, lim llun—ull = 0 dar. [?(E,E'), E nin zayi1f topolojisini gé&s-

n+o

‘termektedii].

1SPAT: Efer, u = 0 ise, ispat edecek bir gey yoktur., O halde u # 0

: ' Il ' u ' 1
- ————— = e——k .
ve uy # 0 kabul edip, u’ T ve u ToTT kovalim ul ve u

niin S(E) de olduklari ag¢iktair ve dolayisaiyla,
lim fMtulll = 1 = ltu'il
n
n+e
ve varsayimlardan dolayi da, .
u' = o(E,E') -~ 1imu;

dir. lyi bilinen bir dzellige gire,

[Ju' + u'll = Sup < f, u' + u'>
n feB(E')

dir. 0 halde

lim inf Ilu’ + u'll = lim inf |sup < f, u' + u'> ]
" £eB(E') EIE



dir. Ama, her f ¢ B(E') ic¢in,

<f, ué + u'> < sup < f, u' + u'>
E'E " feB(E') " E'E
ve dolayisiyla, her f¢B(E') i¢in,
liminf llu; +u'll > liminf <f, u' 4+ u'> =2 <f,u'> (1)
n E'E E'E

dir. Hahn-Banach teoremine gire, <f, u' > = 1 olarak sekilde bir
E'E
feS(E') vardair. (I) bagintisinda bu f yi kullanirsak,

lim inf !lu; +ua'll 2 2
buluruz., Difer taraftan, I!u; + u'lt & Ilu;|l+llu'lI52 oldupu igin
lim sup IIu; +u'll <2

ve sonug¢ olarak,

1l
N

lim {lu' + u'l]
n+oo n

dir., Simdi, uzayimizin yerel diizgin-konveks oldupunu kullanirsak,

lim |Iu; - u'll =0

n+ow

buluruz. Buradan da,

flu =ull = PE Pdu e = flulh o a' < Jlu 1l tlu'=u'l1 +
n n n — n n
f tru 1 = tlull ) Hluttd
n
vazarak,
lim Ilun-ull = 0
nro

oldugunu gdriiriiz.//
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I.1.5- DUZGUN PURUZSUZ (Uniformly Smooth) BANACH UZAYLARI

Teorem T.l.4"de "plirtizsiiz"liik ile "kesin-kgonveks'ligin
"diial} kavramlar oldupunu g&rdik. Ayni sekilde, "diizglin-konveks"

ligin "dial" kavrami da "diizgiin-piiriizsiiz"liktir.

TANIM 1.1.6- (E,!! |I) bir Banach uzayls olsun. Eger agapidaki ko-
gul,

¥e>0 I >0 WueS(E) ¥veE, |IvII<8 = ) luev! el lu=vil<24€i vl

saglaniyor ise, (E,!| 1l) bir "dizgiin~pliriizsliz Banach uzayi"dair,
denir.//
BRNEKLER: 1) Herhangi bir &lgiim uzayi (S,A,u) icin, (LS(S),FI Ilp)

l<p<e, bir dilizgiin-piiriizsiiz Banach uzayidir, [hsaﬁ1daki Teorem

I.1.10, veva Holmes,I, s:107 ye baklnlzj veya [biestel,l, 5 57].

2) @ ¢ R" bir a¢ik kiime olsun. Sobolev uzay:
(Wm’p(ﬂ), I Ilm p),1<p<+m, bir diizgip~piiriizsiiz Banach uzayidair
'|}01mes,1, 8:107 [}u kaynakta Sobolev uzaylarinin diizgiin piliriizsiiz
oldupu séylenmekte, ama ispati verilmemigtir; ispati Ormnek 1'den

itibaren vermek mﬁmkﬁndﬁr].

Piiriizsiizliikte oldugu gibi, diizgiin-piiriizsiizliik kavram: da

normun tiirevlenebilirlipgi ile ilgilidir.

TANIM T,1.7- (E, |1 t1) bir Banach uzayi olsun. Efer, her ueS{E)

ig¢in, agafidaki ifadeyi gergekleyen bir £, € E' var ise,

- -f
¥e>0 36>0 0<IIv]I<§ = sup J'|U+V|'|:lr:| HCAA QP

ueS(E)

E nin normu "diizglin Fréchet-tirevli'dir, denir.//

Agapgidaki teorem bu son iki tanim ile verilen 1ki kavramin

egdeger oldufunu belirtmektedir.

TEOREM 1.1.10- (F, 11 !lf bir Banach uzay1i olsun. Asafida li¢ ifade
egdeferdir.

1) (E, !l 11) diizgiin-piiriizsiizdiir.

2) (E'I11 11') dizgin-konvekstir.

3) E nin normu diizglin Fréchet-tiirevlidir. [biestel,I, s 36}
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Teorem I1.1.6 ve Teorem I1.1,10/2'ye gre her diizgiin-plirlizsiiz
Banach uzayi refleksiftir. Ayrica, "dizglin-konveks'lik ile "diz-
giin~plirlizsliz"1lik kavramlarinin "diial" kavramlar olduguna ifade

eden agagidaki teorem vardar,

TEOREM T1.1.10- (E,I!! !1) bir Banach uzayi olsun. Agsagidaki ii¢ ifa-
de egdegerdirler.

1) (E, Il 11) diizgtin~konvekstir.

2y (E")] 1i') dtizglin-piirtizsiizdlir.

3) E' niin normu diizgin Fréchet-tﬁrevlidir;lpiestelI, 8! 38]

UYARI: (E,!! |1) bir Banach uzay1 olsun, Eger, E"' piirlizsiiz veya
E" yerel diizgiin-konveks ise, E refleksiftir. Ama, E" niin kesin-
konveks olmasi E nin refleksif olmasini gerektirmez,

QEEEE: M{t) = t2et2 » I € R" acik ve sinirli, E = EM(Q), Orlicz
uzayli: olsun. E nin tizerine Orlicz veya Luxemburg normunu kovya-
lim. E" 3 Ly(Q) kesin-konvekstir ama refleksif degildir. Orlic
uzaylari ig¢in [Krasnoselskii-Rutinckii]; Orlicz uzaylarin kesin-

konveksligi ic¢in |[Sunderason, s: 1353-56] na bakiniz.

KISIM I.2- LINEER OLMAYAN OPERATSRLER ILE trLctrLt 6N BLILGILER

Bu kisimda, galigmamizda kullanacafimiz birkag sinif opera-
torler ile ilgili tanim ve teoremler toplanmigtir. Bunlar "mono-
ton", "h-siirekli" (hemicontinuous), "p-monotor" (pseudo-monotone)
ve "dilalite" operatdrleri ile ilgili tanim ve teoremlerdir. Bu
operatérler, F.Browder, H.Brezis, J.Leray, J.L.Lions, M.Minty,
M.Vainberg, M.I.Vishik... gibi matematikgiler tarafindan incelenmig
ve kullanilmigtir. Biz, burada daha gok [Brezis,l] ve [Vainberg,

g] yi takip edecegiz.

Caligmamizda kullanacagimiz operatdrler ya bir Banach uzayi
E den onun duali E' ne; veya E" den E' ne giden operatdrler ola-
caktir. Agapidaki tanim ve teoremler bu iki hali de icerecek se-
kilde verilmigtir. Bu tanim ve teoremlerde (X,Ys<>) bir dial ¢ift-
tir. [}Horwath, 5: 183 ve sonrakiler:]. ¢(x,y) ile X sin, o(v,Xx)

ile de y nin zayif topolojileri gdsterilecektir.
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I.2.1- MONOTON VE H~SUREKL! (Hemicontinuous) OPERATORLER

Monotonlukkavram: sayisal bir P:TR » IR fonksiyonu igin
bilinen monotonluk (¥x,yg€TR, (f(x)-£f(y)).(x-y) > 0) kavraminin bir
genellemesidir, Bu kavram 1955-56 lardan sonra detayli olarak in-
celenmig ve gegitli ydnlerde genellegtirilmigtir [ﬁrezis,Z.j.
[ﬁainberg,i]. Monoton operatdrler, lineer olmayan operatdrler ige-

risinde en dnemli siniflardan birini olugturmaktadar.

TANIM 1.2.1- D € X bir bog olmayan kiime ve T:D »+ Y bir operatdr

olsun. Efer her u,veD i¢in,

<T(u)-T(v), u=-v> > 0
ise, T, D iizerinde "monoton'"dur, denir. Efer u # v i¢in,

<T(u) = T(v), u=-v> > 0
ise, T, D iizerinde "kesin-monoton"dur, denir.
- BRNEKLER: 1) (H,<>) bir Hilbert uzayi ve K & H bir bog olmayan
kapali, konveks kiime olsun. Her uéeH ig¢in, T(u) = Pyu, u nin K lze-
rine metric izdiigiimii, alalam. T : H =+ H monotondur. Zira, her
u,veH igin,

2

<pKu-pwv , u=v> > I!pKu—pkvl!

dir.
2) (S,A,u) herhangibir &lgiim uzayr, X = LE(S), 1<p<to

y = LE(S) (1/p + 1/q = 1) ve, ueX,u # 0 igih, T(u) = grad ifu (]

olsun. T: XM0} + Y kesin-monotondur.  [Vainberg,2, s: 25].//

Onemli sonuglar elde edebilmek igin monotonluga, gok zayif
bir siireklilik olan, h-siireklilipi eklemek ¢offu zaman yeterli ol-

maktadir.

TANIM I.2.2-~ D ¢ X bog olmayan bir konveks kiime ve T: D » Y bir

operatdr olsun. Eger, her u,veD ve 0gtgl igin,

lim <T{u + t(v-u}), u-v> = <T(u}, u-v>
t>0+
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ise, T, D lizerinde "h-glirekli"dir, denir.

ORNEKLER: 1) Yukar:da verilen drneklerde T(u) = Pp(u), H iizerinde;
T(u) = grgdflu!lp,LE(A)\{O} fizerinde h-siireklidirler. [@ergekte,
her iki operatérde sﬁreklidirﬂ

2) 9 ¢ R® bir acik kiime, X = w;”‘(m Eq})*"m), D(Q) nin

1
wirP(Q) da kapanigidir, , 1<p<w, Y = X' ve, ueWi’p(Q) icin,

n
_ J du |p=~2 du
T(w) = ifl oxl |Oxi| dx1

Ju . ‘. . .
{ﬁ;r » U nin distriblisyvon manasinda tﬁrev1d1r.}, alalim. T:X > X'

h-siireklidir. |Eions,1, 51 174—176].//

Bu iki kavram ile ilgili sik sik kullanacagimiz iki nerme

de sunlardar:

ONERME 1.2.1- D ¢ X, D £ ¢, bir konveks kiime ve T : D + Y monoton

ve h-sfirekli olan bir operatdr, olsunlar. Eger, (u“)“elé D bir
.0(X,Y)-yakinsak ag, u = 0(X,Y)-lim uy ve lim sup<T(ugy),Us-u><0
ise, her v € D igin,

<T(u), u-v> < liminf < T(uy), uy-v>

dir. [:Brezis,I, s: 122].

ONERME 1.,2,2- T 3+ X » Y monoton ve h-siirekli olan bir operatdr

olsun. Bu durumda,

1) Eger, (u@)acI <
f = oCy,x)-1im T(uy) ve lim sup < T(ug), ug > <<f,u> ise,
T(u) = f dir.

X bir o(X,Y)-yakinsak ag, u:G(X,Y)—limu“,

2) T , X sin her sonlu-boyutlu alt-uzayir F den (Y,0(Y,X))ye
stireklidir. |Brezis,I, s: 122-123.]

1.2.2- P-MONOTON (Pseudo~Monotone) OPERATOBRLER

P-monoton operatdrler sinifi H.Brezis Lprezis,lj tarafindan
tanimlanm:ig ve incelenmigtir. Uygulama, p-monoton operatirlerin,

varyasyonel e§itsizlik1erin incelenmesinde en uygun operatdr sini-
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f1 oldufunu ortaya koymugtur. P-monoton operatbrler, "pseudo" sdz-
ciligiinden de anlasilacag: gibi, "monoton" depildirler. Ama, biraz-

dan gbrecegimiz gibi, monoton ve h-siirekli olan her operatdr

p-monotondur.

TANIM 1.2.3- D ¢ X , D # ¢, bir konveks kiime ve T : D + Y bir ope-

ratdr olsunlar. Eper, agaffadaki iki kogul:

PM1) Eger, (ua)aef D nin bir o(X,Y)-trkiz alt kiimesinden
alinmig, O(x,yY)-yakinsak bir ag, u = G(X,Y)*limua ve 1imsup<T(ua),

ua-u> < 0 ise, her v € D i¢in,

<T{u), u-v> < liminf < T(ua),ua—v>

PMg) Her v € D i¢in, u € D » <T(u), u-v> € R fonksiyonu D
nin o(x,y)-tikiz alt klimeleri lizerinde alttin sinirlaidir.

saglaniyor ise, T,D {izerinde "p~monoton"dur, denir.

,ORNEK: Tanim I.2.2'den hemen sonra verilen 8rneklerde kullanilan
operatiérler, Onerme I.2.1'e giéire, p-monotondurlar. Ayrica, &nerme
I.2.1'e g8re D iizerinde monoton ve h-siirekli olan her operatdr
p~monotondur, Zira, bu durumda, PM]) kogulunun saglandigi Onerme
I1.2,1'in ifadesidir. PM2) kogulunun saglandifitr ise, monotonluktan,

agiktair.
tki p-monoton operatdriin toplami p-monoton degildir. Ama,
eger operatdrlerden biri monoton ve h-siirekli ise toplam operatir

p~-monotondur.

ONERME 1.2,3- Eger D £X,D # ¢, bir konveks kiime, T:D + Y p-mono-

ton, ve S: D *+ Y monoten ve h-sirekli ise, T+S p-monotondur

[ﬁrezis,I, s 133].

Varyasyonel egitsizliklerin ¢dziimiiniin varligir ile ilgili

agagrdaki 8nemli teorem galigmamizda tnemli rol oynayacaktair.

TEOREM I1.2.1- D <€ X , D # ¢, bir konveks kime ve T : D =+ Y bir

p-monoton operatdr, olsunlar. Efer, agafidaki kogul:
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(¢} D nin 0(x,Y)-tikiz olan &yle bir konveks kiimesi T ve v, € r
vardir ki, her u ¢ D, u ¢ 7T igin, <T(u),u~W_>>0 dir. saglaniyor

ise, en az bir u, ¢ T igin,
¥ v ¢ D, <T(uo), w,mv> < 0

varyasyonel egitsizligi, saglanir. [Brezis,I, s 138]

I1.2.3~ DUALITE OPERATORLER?

Diialite operatdrleri, kendisi ve diali kesin-konveks olan
bir Banach uzayi (E,!! 11) den onun duali (E',Il 11"') giden kano~
nik operatdrlerdir. Diialite operatdrleri, Banach uzaylarini, bir
bakima, "Hilbert"lestirmektedir. Bu da, Hilbert uzaylari igin bi-
linen kavram ve tekniklerin, bir &lgiide, Banach uzaylarina tagin-

masinil miimkiin k2lmaktadir.

Dlialite operatdrleri hakkinda genig bilgi [Browder, 1,2,3]
[Vainberg,2] ve [Lions,I] de bulunabilir, Ayrica, galigmamizain
ikinci béliimiinde diialite operatérleri genellegtirilmis ve detayli-

ca incelenmigtir,

TANIM I,2.4- (E,!!l [|!) bir Banach uzayi ve J:E - E' bir operatér

olsun, Efer, asgagidaki iki kosul

2
1) ¥ u € E, <J(u),u = [luyl
- E',E

2) ¥uek, T1J@II = liull
saflaniyor ise, J ye bir "diialite operatdrii"dir, denir,

ORNEKLER: 1) (H <»>) bir Hilbert uzay: olsun; H ile H' egitliyelim.
J :u €Has J) = u g H' operatdrii H lizerinde tek diialite opera-

toridiir.

2) (S,A,u) herhangi bir &lg¢iim uzayir ve E = LP(S),
1-p p-2 H

1¢p ¢+a , olsun, u € E igin, J(u) = ||u;]p lui u operatérii E den
E' giden ve 1) ve 2) kosullarinit saglayan bir operatérdiir. O hal-

de, J bir dijalite operatdriidir.
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TEOREM T1.2.2~ (E,!l !l) kendisi ve diiali kesin-konveks olan bir

Banach uzayil olsun, Bu durumda, E den E' ne bir, ve bir tek, dii-

alite operatdrii vardir., Ayrica, bu operatdr kesin-monoton ve h-sii-
reklidir. [Lions,1, s: 174~76] |[Vainberg, 2, s: 266-69],
[Browder,l, 83 348-49:], [Browder, 2, s: 101—102].

I.2.4~ GATEAUX TUREVI VE ALT-GRADYAN

- .. . n - . .
Gateaux tiirevi, R de bilinen "bir vector boyunca" (direc-

tional) tlirev kavraminin genellemesidir.

TANIM I1.2,.5~ (E,!} [1) bir Banach uwzayi, D ¢ E bir agik kiime,

®: D * R bir fonksiyon ve u ¢ D bir eleman, olsunlar. Eger agagi-
daki egitligi saglayan bir £, ¢ E'

(utiv)-¢(u)

¥ v £ E, linm = <f1,v>
A+o ' \ Y Bk
Ao ’

-var ise, 9, u  da "Giteaux-tiirevli'dir, denir ve £,» Brand ¢(u)
ile gbsterilir.

ORNEK: E=C([0,1]), [D,l] izerinde slirekli fonksiyonlarin uzaya,
olsun, E, flull_ = sup lu(t)! normu i¢in bir Banach uzayidair.

0gtgl

g: (x,t) ¢R x [0,1] + R siirekli, x se gire tiirevli ve g; stirekli

olan bir fonksiyon olsun. ¢: u ¢ E » ®(u) = [’p(u(t),t) dtr alalaim.
$ fonksiyonu, gabucak gdrilebilecepi gibi, E {izerinde Giateaux
tirevliidir ve ¢grand d(u), v = &;g;(u(t),t).V(t) dt, dir,

E',E

GAiteaux~tirevlenebilirlikten biraz daha zayif olan bir "tii-

rev" kavrami da, "alt-differensiyellenebilirlik'" kavramidar.,

TANIM I1.2.6- (E,!! I'1) bir Banach uzayi, D € E bir ag¢ik kiime,

$: D - R bir fonksiyon ve u, e D bir eleman, olsunlar, Efer, aga-

gidaki egitligi saglayan bir f & E'
¥ ueb, <f, u-uy> < P(u)-=9(ugy)
var ise, ¢, u, da Malt-differensiyellenebilir" denir. Bu durumda,

f ye ¢ nin ug da bir "alt-grandyan'idir, denir ve 9 nin ug daki

alt grandyanlarinin kiimesi 30(up) ile gdsterilir.
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ORNEK: E = R, ¢: R >~ R bir konveks fonksiyon ve xo€ R, olsunlar,
3P (x,) '[}r‘(xo)- f'+(x0)] dir; burada f'—(xo) ve f'+(xg), f nin

X, da sol ve saf yari-tiirevieridir.

Alt-gradyan ve Giteaux tiirevi kavramlari arasindaki iligki-

yi belirleyen agagidaki teorem vardair.

TEOREM I.2.3- (E,!| Il) bir Banach uzayi, D ¢ E bir agik kiime,

¢: D » R bir fonksiyon ve u_ ¢ D bir eleman, olsunlar. Eger, &,

0
u, da Gateaux tiirevli ise, grad $ (uy), 9 nin u, daki tek alt-grad-
yanidirr, Ayrica, eger D konveks, ¢ konveks, wve D ilizerin-

de Gateaux-tiirevli ise, T(u) = grad®u) operatdrii D lzerinde mono-

tondur, [Ekland-Temam, 5 23-25}.
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BOLOM IT: 1ZDOSOM KAVRAMININ, LINEER OLMAYAN OPERATORLER TEOR!St
YARDIMI fLE, BIR GENELLESTIRILMES!

Bu b6lim iki kisimdan olugmugtur:
KISIM II.l~ Genellegtirilmig diialite operatérleri

ve
KISIM 11,2~ Refleksif Banach uzaylarinda T-izdiigiim

bagliklariny tagimaktadir. Tezin 'SUNUS' kisminda her b&liimde ya-
ptlanlar genis olarak dzetlenmig oldugundan, burada, bu béliimde
vaprlanlari tekrar Hzetlemekten kagindik. Ancak, her kisimin giri-

_ginde, o kisimda yapilanlarin kisa bir Szeti verilmigtir.

Bu béliimde (E,!! I1!) bir Banach uzay: olacaktir. E ve E'
niin zayif topolojilerini @(E, E') ve o(E', E") ile; E' ve E" niin
zayi1f-yildiz topolojilerini ise, O(E', E) ve o(E", E') ile gdste-
recepgiz. E yi, kanonik gémme ile, E" niin bir alt uzayina egitlen-

mig olarak dilgiinecegiz.

KISIM IT.l1- GENELLESTIRITLM!S DUALITE OPERATORLERIL

Dilalite operatérlerinin tanimini ve dnemli Gzelliklerini
Kisim I.2/3°'de hatirlattik. Bu operatdrler E den E' giden kanonik
operatdrlerdir. 'Genellegtirilmig diialite operatdrleri' diye, E"
niin, E den daha biyiik, bir A alt kiimesinden,E' giden ve diialite
operatdrlerin tzelliklerine benzer Szelliklere sahip operatdrlere
diyecepiz., Bu A kiimesi E" niin de, norm-topoloji igin, yof#undur;
ve, biraz ileride ifadesini hatirlatacaBimiz, James'e ait bir teo-
reme gore, N = E'" egitligi yalnizca refleksif uzaylar ig¢in miimkiin=-
diir. Uzay reflektif oldufu zaman A= E = E" olmakta ve bu durumda,
genellegtirilmig diialite operatdrleri dialite operatirlerine ddniig-

mektedir, Bu operatdrler 'genellegtirilmig® diialite operatdrleri
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dememizin nedeni de buduyr.

Diialite operatérleri Hahn-Banach teoremi yardimi ile inga
edilmektedir [Lions, T, s: 174-76], [Vainberg, 2,.s: 266-69],
[Browder, 1, s: 338—51]. Genellegtirilmig dialite operatdrlerini
ise, agagida ifadesini hatirlatacagimiz, Bishop-Phelps'e ait bir
teorem yardimi ile inga ettik. Bu agidan, burada yapilanlara, dii-
alite operatdrlerine ikinci bir yaklasim olarak da bakilabilir,
Gzet olarak, Kisim II.1'de genellegtirilmig diialite operatérleri

inga edilmig ve gegitli Szellikleri incelenmigtir.

Yukarida s&zii edilen, Bishop-Phelps ve James teoremlerinin

ifadelerini, galigmamiz igin bneminden dolayi, burada hatirlatmay:

uygun bulduk,
TEOREM [Bishop—Pleps]: (E,I'l 11) bir gergel Banach uzayi ve
M = {f¢E'/BuéeB(E): f(u) = [I1£I1"}

olsun. Bu durumda, M kiimesi E'de, norm~topolojisi ig¢in, yoffundur
[Bishop-Phelps, I, s: 97-98],

TEOREM [James]: (E,I! I!) bir gergel Banmach uzayi1 ve

{f&E'/2ueB(E), f(u) = 11£r11"}

=
L]

E' olmasi igin gerek ve yeter kogsul E nin refleksif ol-

masidir [Holmes, 2, s: 157, 168].

olsun, M

Biz burada, Bishop~Phelps teoremini E yerine E' alarak

kullanacagiz. Bunun igin,

A = {uaE"/3feB(E"), <u,f> = |luli"}
E",E'

koyalim. Bishop-Phelps teoremine gire A kiimesi E" niin de, norm-to-
polojisi igin, yopundur. James teoremine gére de, A = LE" olmasi
igin gerek ve yeter kogul E nin refleksif olmasidir. $imdi A nin

diger bir iki Bzelligini gosterelim,

BNERME II1.1.1- 1) E g A dir
) Eger, ueh ve e R ise, duseh dair.




ISPAT: 1) u¢E olsun. G: feE'+Q(f)=<f,u> fonksiyonu o(E,E"')

P . . E"E
topolojisi igin siireklidir, Diger taraftan, Hahn-Banach teoremine
gbre '

Tull = sup <f,u>

feB(E')

ve _LIGII" = (lujy

E',E :
dir. Alaoglu-Bourbaki teoremine gére, B(E') kiimesi, o(E',E) topo-
lojisi igin, tikizdir. O halde, G,0(E,E') sirekli olduBundan, en

az bir £, B(E') ig¢in

ﬁ(fu) = sup <f,u> = HIGL "
f¢eB(E') E',E
yani
flull = <fu’u>E',E

dir. Bu da, A nin tanimi geregi, v € A demektir.

2) ' uéh ve A¢jd olsun. u = 0 veya A=0 ise, ispat edecek
birgey yoktur, O halde, u £ 0 ve A# 0 alabiliriz. A nin tanimindan
uE" E! dir, £ = r\/|r\!
alalim. fugB(E') dir ve [1dult" = Al Tlull" = <Xy, EESE",E'
0 halde, Xué A dir.//

en az bir fueB(E') igin, lluti"= u,f

dir.

Agagidaki dnerme 'ug' {(extreme) noktalar ile ilgili teorem-

lere gre -drnegin, [Eolmes-Z, 5 7{]- agirktir. Ama, genellegti-
rilmig dialite operatdrlerini bu dnerme yardimi ile inga edecegi-
miz i¢in, ispati dofrudan yapmayi uygun bulduk.

ONERME II.1.2~ 1) uéE'"\{0} olsun. Eger, feB(E') ve <u,f>

E",E'
Plull" ise, II1£II' = 1 dir.
2) Eger, {(E',Il |I') kesin-konveks ise, her ueAN{O]}
i¢in, bir ve bir tek, f ¢B(E'), <u,f > = [lull" egitligini
u UEn E'

saglar. ’
1SPAT: 1) ueE"\{0}, feB(E') ve <U,f>Eu,E| =1lull" olsun. Eger,
I1£11"'<1 olmug olsa idi, Ilull"=<u,f>pw oy < Flabt"<tr£r1" 1lag "
olurdu ki, bu bir geligkidir. 0 halde, et = 1 dir.

2) ueAr{0} olsun. A nin tanimindan, en az bir fueB(E') igin,
tlul "= <u’fu>E",E' dir. 1) re gdre llfull'-l dir. (E',!] 11} ke-

sin-konveks oldufundan, fnerme I1.1.,1.rin ispatini tekrarlarsak,

bdylesi bir f nun tek oldugunu buluruz.//
u
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SONUG: Eper, (E',I! |1') kesin-konveks ise, her uéA\{0} igin, bir,

ve bir tek, fuéB(E‘), <u,f > a [lul!l"™ egitligini saglamakta-
. Ell’El

dir. O halde, bu durumda, ueArN{O} -+ fuiE' déniigiimii iyi-tanimlaomig
bir déniiglimdlir. u=0 icin f, = 0 koyarak bu déniigiimi A ya tegmil

edecegiz.

Genellegtirilmig dilalite operatdrlerini ueA — fuiE' ddnligii-

miinden yararlanarak tanimliyacagimiz igin, bundan béyle (E',!1 ')

uzayinin kesin-konveks oldufunu varsayacapiz.

TANIM II,1.,1- ¢: IR, > IR, siirekli, kesin-artan, ¢$(0) = 0 ve

lim$(t) = +% olan bir fonksiyon olsun., ¢ fonksiyonuna bagli 'ge-
t = +co

nellegtirilmig diialite operatdrii’' diye

J¢: ueh. ~ Jy(u) = Ol iull™) f ek’

operatdriine, diyece3iz,.

_J¢ OPERATORUNUN OZELLIKLERY

Agagidaki Oneme J¢ yi karakterize etmekte ve her ¢ igin, J¢

nin tekligini géstermektedir,

ONERME I1,1.3- Tanim 11.1.3 ile tanimlanan J¢ operatdrii agagidaki

1) Yueh, du,J¢( ) > = ¢l lult™) llulp"
E"’EI

ve
2) Vueh, ||J¢(u)ll' = o(lluall™)
$zelliklerine sahip, A dan E' ne giden, tek operatdrdiir.

ISPAT: J¢ nin tanimi ve Onerme II,1.2'ye gire,

A, <u,J ) > « G()lul ™) <u,f > = o 1ul "y 1Tiul
W ue u ¢(u o uE".E'

ve

Voueh, 113,117 = (Il £ 11T = oCIulI™) T = 00 Tuti™)
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dir, $imdi, J¢ nin tekligini gésterelim. T: A*E' 1) ve 2) &zellik-
lerini saflayan, J den farkli, bir operatdr olsun., Bu durumda, en
az bir ueAN{ 0} igin, J¢(u) # T(u) dir. Her iki operatdr de 1) ve
2) yi sagladiklar: igin, ‘

<up%(ub = ¢ lul ™) p1u)” = <u,T(u)>
E",E. E",E'

ve
r|J¢(u)r|' = o 1ul ™) = 1 T¢u)) !

dir. 0 halde,

J. (u)
T(u) "
<u —%—————“T > = < > -
’ q’ [ 1 al} E",E' v ¢Z|'U|| 5 E",E' Hhat
dir, Bu ise, Ynerme 11.1.2/2 ye gbre, ancak, J¢(u) = T(u) igin
miimkiindir. Bu geligkiden, J, = T oldupunu buluruz,//

¢

Teorem 1.2.2 ye gire dilalite operatdrleri menotondurlar,
\A§ag1daki Snerme Jy nin de ayni dzellige sahip oldugunu sdylemek-
tedir.

ONERME II.l.4~ 1) J, operatdrii A lizerinde monotondur.

¢
2) Eser (E ,I/1 1t") kesin-konveks ise, J¢ de A iize-
rinde kesin-monotondur.
ISPAT: 1) u,véA olsun.
<u-y, J, (u)~J, (v)> =<mﬂﬁw> <uJ¢WP :*vauP -<VJ¢Wb 2
¢ ¢ E"'E' EII’E] E",E' E".El E”’E'
> oCar 1™ tiult" = ¢Qrur ™V =e Qv et dQivitMnvi" =

@O ru™ =¢Qivit™) Grun™ = iivit™ (1)

H

dir. ¢ artan bir fonksiyon oldugu igin, (I) ifadesi pozitifdir. 0

halde, J A iizerinde monoteondur,

¢’

2) u,vep, u#v, olsun. Efer,
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<u=v, J¢(u) - J (v)> = 0
- E" ,E'
ise, (1) e gbre, [ju; ;" = | v, " dir. u # v oldugu, ve
<u, J¢(U)>" . = 0 yalnizca u = 0 i¢in mimkin oldugunden, u # 0 ve
E",E ‘
v # 0 dir. O halde u/{ ju(t™, v/ (vi|" e S(E™) ve u/|jujt" # viyvf
dir. Fakat, (E",|| I1") kesin-konveks oldugundan, Onerme I.l.2'ye
gire
e Jg (u)> > ety J (v)>
v
AT E" fitvit™ * ¢ E",E"
ve
e, T (v)> > Qi T (u)>
Lrvrr™ * Te N [tul ™ " ¢ T
E",E E"E

dir. $imdi, (I) bagintisinin bagina déner ve bu son iki bagintiy:

kullanirsak,

0 = <u=v, J (u)-J (v)> = <u, J (u)> - <u J, (v)> - <v, J (u)> -
¢ E"’E' ¢ E"’E' ¢ E",E‘ E”‘E'
- <v, J (v)> > 0
¢ E".E'

buluruz., Bu geligkiden de, J nin kesin-monoton oldujunu bulu-

¢
ruz.//

Agagidaki ®nermede J, nin siirekliligi inceleyecegiz. Bu

¢
Bnermenin ispati bir topoloji teoremi kullanmaktadir. Bu teoremi,
daha sonra da defalarca kullanacagimiz igin, burada hatirlatmay:

uygun bulduk.

TEOREM T1.1.1- (X,T) herhangi bir tikiz Hausdorff uzayi ve

(u ) I ¢ X bir ag colsun, Bu afiin bir ueX elemanina yakinsamasi
o o el = . ..
igin gerek ve yeter kogul u nin (ua)ael aginin tek limit noktasi

01m351dlr.[Bourbaki, I, s: 97].

ONERME TII.1.5- 1) Eger, us u€él ve Ifun—u|[+ 0 ise,

§(E',E)
————T——————

J (un) J¢(u)d1r.
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2) Eger (E',I| 11"*) yerel diizgiin-konveks, u_, ue¢h
ve !|un-u||" + 0 ise,

]|J¢(un) = J (u' + 0 dir.

¢

1SPAT: 1) u , u€k ve Plu —uit =+ 0 olsun., Bu durumda, [fu_||>flu}j
ve ¢ siirekli oldugu igin, ¢(||un||) + ¢{llull) dir, O halde, Oner-
me IT.1.3%e gbre, HJ¢(un)l|* -+ |IJ¢(u)II' dir, Buradan da
(J¢(un)% ¢ N nin E' niin bir sinirli dizisi oldupgunu sdyliyebiliriz.
0 halde, Alaoglu-Bourbaki teoremine giére, (J¢(Un))n €N dizisinin

E',E)- i -
g(E',E)-yakinsak bir alt-agi vardir. Bu ag (J¢(u“a))ag1 ve

£ = g(E'",E) -lim J¢(un ) olsun. geE' -+ llgll ' R fonksiyonu,
acl o
og(E',E) topolojisi igin alttan-yari siirekli oldugundan,

el < liT inf l,J¢(un )[I' = lim dinf ¢(1lu 11) = (Itull) = ||J¢(u)II'
o o
dir., Diger taraftan,
<f,u> = lim <J {(u_ ), u_ > = lim ¢(llu_ I1) Tlu_ 11 =¢(llulb)llall =
E'E el © % P4E,E  «d "o P :

= <J (u), u> (D)
¢ E',E

ve

' u = — =11 > 1IEl
HfI > <f, ﬂ-a‘l—r::' . —-l—r—m—<f,u::' . _-1—1—1-1-'-‘-<J¢(u),u> = Jq)(u) > £l
' ’

oldugundan,
IIJ¢(u)II' = gl (11)

dir. Onerme II.l.3'e gore, (I) ve (II) bajgintilari ancak f = J¢(u)
i¢in miimkiindiir. Bu ise, J¢(u) nun (J¢(un))netN sinirly dizisinin,
g(E'",E)-topolojisi igin, tek limit noktasi cldufunu gistermekte-

dir. O halde, Teorem I1l.1.1"e gdre, J¢(U) = 0(E',E)-1lim J¢(Un) dir.

190

2y (E',I1 11') yerel dizgiin-konveks, U uef ve ||un—utl"+0

olsun. Bu durumda, Ilunii" + Itult" ve I'J¢(un)||' -+ ||J¢(u)ll'
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dir. (E', Il 11"') yerel diizgiin~konveks oldupgundan,
lim t1J (u ) - J (u)t1' = 0 oldugunu goéstermek iginm,
1 <c0 ¢ n ¢ .
J (u ) J (u)
lin ety rr + Pl 22
o 7, Cay EENE

oldufunu gdstermek yetecektir. Her zaman,

J (u_) J (u)
"IIJ¢(un)||' * ||J97u)||'||' < ?
¢ ¢ |
dir. Dipger taraftan,
J (u) J, (u) J (u )
[P S ¢ ' = sup < v, =2 D 4
IENCRAY RGO veB(E") EENCHE
J, (u)
T 2
N J¢' 0 EII.EI N
u
dir. Bu son bagintida, v = TTEETT" alirsak,
n
lim < Tn ’ (Un) > 1
1m ™ T =
IIunIl I|J¢(unTT1 BB
ve
u J, ()
1im < w r > =1
Tlunll ||J¢(u)fl L
oldufundan,
J (un) J {(u) '
lim ' 7y P TR =2
n-—>o (b n ¢

oldugunu buluruz. O halde, yerel diizgiin-konveksligin tanimi geregi,

Bugadic IRVERSITES KEitu; e
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. J (u ) J, (u)
lim d n &
n 1|J¢(un)|| ||J¢(u)1|
dir, lim |3 F (u 11" = 11T (u)ll' oldugu igin, (II1) den,
Tl-00 ¢ n ¢
iiz |[J¢(un) - J¢(U)|!' = 0

oldugunu buluruz.//

J¢ operatdriniin diger bir kisim 8zellikleri de agagidaki

bnermelerde incelenmigtir. Once genel bir tanim,

TANIM TI.1,2- (X,7) ve (Y,7') iki topolojik vector uzayi ve T: X-Y

bir operatdr olsun. Eger, X in her sinirli alt kiimesi B igin, T(B)

Y nin bir sinirli alt kiimesi ise, T ve 'sinirli'dir, denir.

UYARI: Lineer olmayan operatdrler igin 'siireklilik' ile 'sinirli-
lik' arasinda herhangi bir baffinti yoktur.[Krasnoselskii—Rujinckii,

s5: 167 ve sonrakiler] bakiniz,

BNERME IT1.1.6~- J¢ operatdrii sinirlidir, ve

<u,J, (u)>

o) "o
lim ,EII . E = 4+ ©
. Plull
[Tul > +e
dir.
ISPAT: B ¢ A bir sinirl: kiime olsun: ¥ueB |lul|" < M, ¢ fonksiyonu

siirekli ve artan bir fonksiyon oldugu igin,

sup 113, (uyi1"' = sup $Cr1u1") < ¢(M) <+
uéB ¢ u&B

dir, Bu ise J,(B) sinirli: demektir.

¢

<U3J (U)>

1 0
1im T Tféh lim $ Grup ™) =z 4w
U

[lutl =+ blul | Morpe
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dur; zira, lim§(t) =+ = dur.
t v+

ONERME 11.1.7- 1) Her u,vep igin,

<u,J¢(v)> < <u,J¢(u)> + <v, J (v)>»
EY,E’ E",E" ¢ Tgn, g
2) Eger, t eéR +¢(t)t eR fonksiyonu konveks ise,
R(u) = <u, J¢(u)> fonksiyonu da A nin her konveks alt kiimesi

E“‘E'

iizerinde konvekstir,

ISPAT: 1) u,veA olsun. ||v||" < jju||" oldugunu kabul edebiliriz,

Bu durumda,

Prug ™ o Cv™ ) < prupt™ ¢Qrunt™ + v ™ o(ivi™) =

<u,J¢(v)> <
E",E'
= <u,J¢(u)> + <V,J¢(v)>
E",E' E" yEl
\dlr.

2) Agiktir,

REFLEKSIF UZAYLARDA J¢ NIN OZELLtKLER?

Eger (E, {t {|) bir refleksif Banach uzavi ise, James'in bu
k1simin giriginde hatirlatilan teoremine ve Onerme II.1.1'e gire,
A = E dir, Ayraica, ¢(t) = t alirsak, J¢ nin Tanim 1.2.4 manasinda

bir diialik operatdri oldufu agiktir., O halde, Onerme II.1.4 ve

I1.1.5'e gbre, J¢ operatdrii monoton ve yarisiirekli [norm-zaylf -

yildiz] dir., Yine ayni bnermelere gire, (E, 'l 11) kesin-konveks
ise, J, kesin-monoton ve (E', Il Il') yerel diizglin-konveks ise, J¢
(e, !t Il)y den (E', '! I'l') sireklidir. Genellikle J¢ operatdril

(E, o(E,E')) den (E', U(E',E)) ye siirekli degildir., Bu, LP uzayla-

r1 igin dahi, LP uzaylarinin diizgiin-konveks olmasina ragmen, dofru

depildir. LP uzaylarinda,

1<pem, I (u) = ¢CITull ) Clal 117P 10Uy 1P 20y

¢

dir. zira, bu operatdr, fnerme IT.1.3'tn 1) ve 2)
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gartlarini saglamaktadir, I, nin ¢ (LP,1Y - ¢(L9,LP) siirekli ol-

madifinl gdsteren Srnekler gabucak bulunabilir. (Vainberg, 2, s:

285]- Ancak, Pp uzaylary i¢in, J zayif-zayif yildiz siireklidir,

¢

ONERME II.1.9~ ¢(t) = tp”l alalim. Bu durumda, J,: #P+29 operatdri

o( P, 2N - o(29,tP) sureklidir [1<p< =, % +% - 1?.

u = (un)

)k EN' "n k'ke N

ISPAT: u,u ¢ P, u = ( ve u = g(EP, €% -1im u

n-+w

Uy

olsun. Bu durumda, her k ¢ N igin, u, = lim uE dir, Diger taraftan
n

3,(v) = (:vk19‘2

Vi ;y dir. O halde, her k&N igin, n> = ken

p-2 ny

np=-2 n
luy | Yk

p~2 . s n
u iukl uy gider. Bu ise, A uzayinda (lukg nenN
dizisinin zay1f yakinsadigini gdstermektedir. O halde,

J. (u) = ¢(29,€%) - tinm 3, u) dir.//

¢ n-»%

Piliriizsiiz Banach uzaylarinda J¢ operatdri normun gradyanl
olarak ortaya gikmaktadir [Asplund, 2]. Bu teorem refleksif olma~-

yan uzaylar i¢in de dogrudur.

Y

TEOREM TI.1.2- (E, {| 11) diiali kesin-konveks olan bir piiriizsiiz
Banach uzay1l olsun. Bu durumda, her ueéE~{O} igin, J¢(uo) = G(irugll) x
xgrad ||uo|1 dir.
r
1SPAT: Her r €R, igin, ®(r) = [ ¢(s)ds alalim. Her ueE igin
o
Ilull
o(ltull) = f ¢ (s)ds,
o
dir. 0 halde,
lull IIUOII
$Citult) = ¢Cru 1) = f ¢(s)ds - [ $(s)ds
o o o
dir. Eger {lul} > NN ise, ¢ artan bir fonksiyon oldugu igin,
Flull
S (Llull) =¢Cllu lly) = Jo¢(s)ds > (riuly = pju 11)¢Ctiu 11)

u
Pru
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dir. Eger |jul| > ||u°|| ise, f(luj]| “lru g 0 dir ve

bug ! .
¢Umn%«n%n)-—f °Mﬂw3(umrnuH)an)>
ltull ° -

2 Crtuti=tu 1D ¢Cu 1)

dir. O halde, her u¢E igin,

CHTur) = @Ciiu 1) 2 Crrwri=ire 1) ¢Ciu i) (1)

dir. Diger taraftan,

<J¢(uo)’u-uog,'E = <] (uo),ug"E - <J (uo)’uo;. o <
S eCrug i art = o Criu 1D et = Crrupr=rru 1) Crpu ) (11D

dir. (I) ve (II) den,

*CHrart) = 0w 1) 2 J¢(uo). u-uOE"E

oldugunu buluruz, Bu baginti ise, alt-gradyanin tanimi (Tanim

1.2.6) geregi,

J¢(u°)ea¢(i|uol|) (ITI1)

demektir, $imdi, ®(|fur|) nin Gdteaux-tirevli oldugunu gérelim.

t ¢éR, t#0 olsun. |Iu°II ve |lu +tull arasinda bir ¢ sayist igin,
Gl lyrtull) =0 (lHu 1) [fu +tull [Tu e tult=tlu !
o o .l 0 g(s)as = —2 S ¢(c,)
t C t C
flu I
o
dir, t+0 zaman, Ilu°+tuil+ Iruoll ve, ¢ siirekli oldugu ig¢in,

$(c )+¢(llu 1) drr. Uzayimiz piiriizsiz oldugu igin, Teorem I.1.3'e
t 0

gdre, uzayln normu u da Gateaux tilrevlidir ve
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1im 2CMMu, tulp) - SCu 1) Ly tul=lu
t-+0 T = lim . ¢(Ct)
£¥0 t>0

t£0

(| lu, | 1) grad H§ u i

dir. O halde ¢(||ul1) Giteaux-tiirevli ve Gateaux tirevi, u da,

¢(liuoll) grad Ilu 11 dir. Buradan da, (III) e ve Teorem I.2.3%e
gore,

J¢(uo) = ¢(l|uoll) grad Llu 1

cldugunu buluruz.//

BRNEK: @ ¢ R" bir agik kilme, 1<p< =, meN ve E = W*'P (Q), Sobolev
uzayljolsun. Bu uzay diizglin-konveks ve piiriizsiizdiir. Ayrica, her-

hangi bir 6lg¢iim uzayr (S, A, u) igin, (Lﬁ (S), 11 1|p) pliriizsiiz

bir uzaydir ve, u GLP(S)’u # 0 igin, grad jlu_|| = |]u ||1-pl
-9 0 ) ~ o p o' 'p

oIp u, dir. Gerek bu bagintidan, gerek dogrudan doBruya veya

Onerme II}1.3'ﬁn kogullarinin saglandigi gdsterilerek, u é_wm,p(o)
v ¥

xlu
ru, # 0 igin,

1-p la] O p~2_a
J, {u ) = (1 1uy] Ylluly I (-1) DV(ID ut D™ u)
p o m,p m,p lal<m

oldugunu goriiriz,

KISIM TI.2- REFLEKSIF BANACH UZAYLARINDA T~12DUgGUM

Bu kisimda (E, || 1) bir refleksif Banach uzay:i ve K € E
da bir konveks kapali kiime olacaktir, lfadelerde sadelik sapglamak
igin K kiimesinin sifiry igerdigini varsayacapgiz. Her ueE igin, Pku

ile u nin K iizerine metrik izdigiminii (1lu-pyul| = inf |ju-vyi()
vel

gisterecegiz. L

Bitindipi gibi, eger (H, <>) bir gergel Hilbert uzayi, KecH
bir kapali konveks kiime ve uecH ise, Pl agsagidaki varyasyonel

egitsizlik ile de tanimlanabilir: Eger W, &K ve
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VY&K, <Wu-u, Wu-v > 0
ise, Wu = pyy dir.

Bu kisimda gayemiz, kesin-monoton, h-siirekli, sinirli [Ta-
nim II.I.Z] koersif [bu terim ileride tanlmlanacaktlr] ve T(o) = 0

olan bir T: E+E' operat#rii verildiginde,
1) Her u¢E ig¢in, bir ve bir tek, k €K nin

(1) ¥véeK, <T(k =-u), k =-v> < 0
u u T
E',E

varyasyonel egitsizligini sagladifini géstermek;

2) uéE~+k &K operatdriiniin klasik izdiigim operat®rii, ugE +
Pku(K nin Szelliklerine benzer dzelliklere sahip oldufjunu ispatla-

mak ve

3) ueE+T(ku*u)e E' operatdriiniin 8zelliklerini incelemektir.
Ayrica, T = J4 hali incelenmig ve bu durumda, (I) varyasyonel
‘egitsizligi ile tanimlanan k nun Py oldupu gszlenmigtir.

Yukarida belirtilen &zelliklere sahip bir T: E+E' operatdrii-
ne 'izdiigilren' ve k, ya da 'u nin K lzerine T-izdiigiimi' adlari ve-
rilmigtir. T-izdiigiim kavrami olduk¢a genel bir kavramdir; T-izdii-
glimi tanimlayabilmemiz igin {izerinde galigtifimiz uzayin normlu
bir uzay olmasi gart degildir. Bu kisimda normlu uzaylar gergeve-
sinde yapilanlar yerel konveks refleksif topolojik vektdr uzaylar:
igin de yapilabilir. Ancak, gergeklerden uzaklagymamak ve tiimiiyle
varsayimlar iizerine kurulu bir gergevede galigmak durumunda kalma-

mak ic¢in, normlu uzaylarda galigmak yeglenmigtir.

Bu kisimda, dzet olarak, izdiiglim kavram: genellegtirilmig

ve bu kavramin temel &zellikleri inceleamigtir,

TANIM TI.2.1- T: E+E' bir operatdr olsun. Efer, agsafidaki iki ko-

gul

IDl— T kesin-monoton, h-siirekli, sinirli ve T(o) = 0 dar.

192- T koersiftir: R+ {izerinde tanimli, her [o,a} aralig:
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fizerinde sinirl: kalan dyle bir a: R+«+ |R+ fonksiyonu vardir ki,

u€éE sabit rutuldugu zaman, veéE ve j(v||ya(|juj|) igin,
<T{v=-u), v> > 0 dir
E',E

saflaniyor ise, T operatdriine bir "izdiigsiren operatdr", [veya, ki~

saca iD-operatﬁrﬂJ, diyecegiz,

ORNEKLER: 1} (E, 1| ||) kendisi ve diiali kesin-konveks olan bir
Banach uzayi olsun [Teorem I.1.1% bakxnlz]. Bu durumda, her diia-
lite operatdrii Jy bir iD-operatsridir. Zira, J¢ nin ID, kogulunu
sagladigi Onerme II.1.4, II.1.5 ve II.1.6'da gdrilmiigtir. ID ko=

2
guluna gelince,

<J¢(v~u),v> = <J¢(v—u),V‘u> + <J¢(v*u),u> >
E',E E',E E',E

> ¢(1|v—u;|)||v-u||-¢(||v-u||)a|u||i¢(|;v-UII)(IIVII'2IIurl)

egitsizliginden, |yv|| > 2y u|| igin, <J, (v=-u),v> >0 olduBunu gd-

$
riilvoruz. 0 halde, a(t) = 2t almak yetecektir.

2- (H, <>») bir gergel Hilbert uzayi, T: H+H' herhangi bir
sinirly, kuvvetli pozitif olan (<T(u),u> > c||u]|2, ¢>0) linear
operatdr olsun. T nin ID1 kagulunu safladig:r agiktair. ID2 kogulu-

na gelince,

<T(v-u),v> = <T(v=-u), v-u> 4 <T(v-u),u> >

2 dllv-ullz-IITil Ilv-uflitlullzilv-ull(clle|+c|1ufl =
‘ c~ | 1T||
- | ITIIHlulit)y = Jtv=ull e(tivll ——LE—L* Plufbl)
PR e~ 1T _
egitsizliginden, tIvIIl > EE— [lul| oldugu zaman <T(v-u),v> > 0

- [IT .
oldugunu gdriiyoruz. O halde, &(t) = E—l%—LL t almak yetecektir.,//

11k teoremimiz T-izdigiimin varligi lizerinedir.

TEOREM I1.2.1~ T: EsE' bir ID-operatdrli ve uéE verilmig bir ele-

man, olsunlar., Bu durumda, tyle bir, ve bir tek, k, €KX vardir ki,

bu k., 1gin
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Iu): V veK, <T(k =-u), k =-v> < 0
u u a1 -
E',E

varyasyonel egitsizligi saglanir. Ayrica, eer ue¢K ise, k, =u dir.

ISPAT: Her veK igin, A(v) = T(v-u) koyalim. Gayemiz A operatdriine
Teorem I.2.1 in uygulanabilecegini gdstermektir, O halde, A nin

sz konusu teoremin varsayimlarini safladiginy gGsterelim,
a) A: K+E' kegin-monotondur: Vi vy €K, vy # v, olsun,

<A(v )-A(v,), v TV,y> = <T(v,=u)-T(v,~u), vy=u), vi-u=(v,~u)> >0

E',E ‘ E',E

dir. Zira, T kesin-monotondur.
b) A: K+E' h-giireklidir: Vi v,€K ve 0 <t <1 olsun.

<A(tv1f(1*t)v2), vl-VZE, . = <T(t(v1-u)f(1—t)(v2-u)). vl—u-(vz—U)EI :

ve T h-siirekli oldugu igin,

lim  <a(tv +{(1-t)v,},v,=v > = <T(v
t+0 1 2 1 ZE"E

te[0,1]

-u) ,v, =V = <A(v2),v1—v2>

>
2 E',E E',E

1 2

dir. Bu ise, A nin h-sirekliliginden bagka birgey degildir.

A operatdrii, monoton ve h-siirekli oldupu igin, Onerme I1.2.2
ye gbre p-monoton operatdrlerinin pml) kogulunu saflar, Ayrica, T
operatdrii sinirly oldugu igin, A operatird de sinairlidir ve dola-
yisiyla, A operatdrii p-monoton operatirlerin pm2) kogulunu da sag-

lar. O halde, A bir p-monoton operatdrdiir.

Simdi Teorem 1.2.1 in ikinci kogulu (c¢) nin de saglandigini
gérelim. Bunun igin, r_ = alilutl) ve I = {veK f1ivil g r ) ala-
tim. T kimesi agikdr olarak, K nmin bir o{(E,E')-t1k1rz konveks alt

kimesidir. IDz) kosuluna gbre, her veKAT igin,

<A(v),v> = <T(v-u),v>| > 0
E',E £',E
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dir. 0 halde, A operatérii Teorem I.2.1 in ikinci kosulunu da sag-
lamaktadyr.

A operatérii Teorem I.1'in kogullarini sagléd1g1na gbre, By-
le bir kuéi( vardir ki, bu ku igin,

I(u): ¥veK, <T(k _-u), k -v> < 0
u u ' -
E",E

varyasyonel egitsizligi sapglanir, Biylece k nin varligini gister-
mig olduk. Simdi, k, nin tekligini g&sterelim. Eger, ikinci bir

k €K, k #k igin, I(u) egitsizligi saglanmig olsa idi.

¥vek, <T(ko—u), ko-v>' < 0
E',E

olurdu., Bu son egitsizlikte v= k, ve I(u) de de v=k_ alir ve top-

larsak

<T(ku~u)—T(ko—u),ku-k°;' ] =‘<T(ku-u)-T(ko-u), ku-u-(ko-u);' . < 0
) ]

buluruz. T kesin-monoton oldugu igin, bu son egitsizlik k, =k, ol-
.masini gerektirir ki, bu bir geligkidir. Bu geligkiden k_nin tek
oldufunu buluruz. Eger ueK ise, ku=u nin I(U) esitsizligini sagla-
d1g1 agiktir, I(u) esitsizligini saglayan K nin yalnizca bir ele~

mani olduguna gdre, bu eleman u dir; yani, ko, =u dair.//

UYART 1~ Teorem II.2,1'in ispatinda gdrdiik ki I(u) egitsizligini
saglayan ku nin varligil ig¢in T operatdriiniin kesin-monoton ve p-mo-
noton olmas1l yeterlidir. T operatdriini h-slirekli ve sinirli alma-
mizin nedeni, uak operatdriinlin klasik izdiigiim operatdriiniin &Hzel-
liklerine benzer bHzelliklere sahip olmasini isteyigimizdir. T nin
sinirli olugunun usk operatdriin zelliklerinin incelenmesinde
snemli rol oynmadifini birazdan verecefimiz teoremin ispatinda gé&-

receffiz,

2- Teorem !I.2.1'in ispatinda yine gdrdiik ki, her ué&E igin,
I(u) egitsizligini saglayan k €K elemani I''= {veK/[Ilvll <a{llull)}

. . . " f i briniin 8zellikleri in
kilmesindedir. Bu obzelligi uaku operatdriiniin e T cele?ken
kullanacagiz.

TANIM 1I.2.2- T: E+E' bir iD-operatdrii ve u€E bir eleman, olsunlar,

I{u): ¥veékK, <T(ku-“)' ku-V>, , < 0
E',E
R | '
Varyasyonel egitsizliginl saglayan K nin tek eleman: k_ ya 'u nin

K dzerine T-izdilgiimi' diyecegiz.



ORNEK: (S,A,u) herhangi bir 8lgiim uzaya, E=LP (g),{l<p<t®) ve
K={V€Lp(3)/V(X)30 h.h.h 8¢S ig¢in} olsun. K kEmesi E nin konveks ve
kapily bir alt kimesidir. Herhangi bir ID-operatdrii T:E+E' alalim.
Eger, her u>0 (h.h.h) igin, T(u)>0 (h.h.h) ise, ugE nin K tizerine
T-izdiglimi ot dir (u+=aup(u,0) dir). Zira, bir taratfan her ugE

. + . -
igin u € K dir; difer taraftan ise, u+-u =zu ve her veéK igin
- + - - -
<T(u J),u -V>E._’E=J;T(u Ju dp= [ T(u )vdu==LT(u )vdps 0

. + . . P e . . . .
dir. O halde, u I(u) egitsizligini saplamaktadir. I(u) egitsizli-

gi K nin yalnizca bir elemani igin saglandigindan, k_u-u+ dir.//

Eger, (E,I! 11} bir kesin-konveks refleksif Banach uzayi

ve K¢E konveks ve kapali olan bir kiime ise, u¢E-P uéK iyi tanim-

4
lanmig bir operatdrdiir ve bu operatér yari-siireklidir{(norm-0(E,E"')
slirekli). Agagidaki teorem ayni zelligin T-izdiigim igin de dogru

oldufunu géstermektedir.

TEOREM I1.2.- T:E+E' herhangi bir iD-operatéri olsun. Bu durumda,

ueE*ku&K operatdrli yari-sireklidir.

ISPAT: u,uneE, Ilun—ullf 0 olsun. (un) dizisi yakinsak olduBu

neN
igin sinirlidair: Oyle bir a ¢ R vardir ki, her ne N igin

llu Il < a ve llull < a dir. ID-operatérlerinin taminimdaki o
fonksiyonu [O,a] araliginda sinirli olduBu igin, sup a(t)=b<e=

.. <t<
dir. 0 halde, uyari 2) ye gdre, her n € N 1gin, ogtza

.k, k ET = {vek/Illvll < b}
u u ) -
n
dir. Notasyon kolayligi igin kn=kun koyalim, Fo'kﬁmesi sinirli ol-
dugu igin (kn-k ) dizisi sinirli bir dizidir. Diper taraftan,

u'n €N
T operatdre, IDl) kogulu geregi, sinirli oldufundan, (T(kn-un))

nekl
dizisi de sinirlidir, $imdi, bir yandan E nin refleksif ve Fo nin
ginirly oldugunu; diger yandan ise Bourbaki-Alaoglu teoremini kul-
lanarak, (kn-un)n €N dizisinin 6?1e Pir ?lt—dizisi (knp_u“p)pe»N’
ve k ¢ K, f ¢E' elemanlari bulabiliriz ki,
o
f=g(E',E)-1lim T(knp-unp) k0=G(E,E')—1im kp
p-—HJO p-}oo
olur. Bundan sonra gdstermek istediklerimiz sunlardir: 1) f-T(ku-u),
ii = iii) k = (E,E')-1lim k_.
i1) ko ku, ve ) u R Lin ka

i) ve ii) nin ispati gdyledir: knp elemani, tanim gerefi,

I(knp) varyasyonel egitsizligini saglamaktadair:
I(kn'p): ¥k, < T(knp'unp)aknp"V>El’E <0 dar.

K kiimesi kapali ve konveks oldupu igin zayif topoloji i¢in de ka-

palidir.
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0 halde ko & K drr, I(Unp) de v = ko alirsak,

<T(kpn_ = u ky = k >
np “p) » Kng ko .2 0 (I
E',E
buluruz. Ayrica T(k - izisgi -
' .Y y (T( np u“p))peIN dizisi sinirli ve I!unp ult +0
oldugu igin,
lim < T(kp -u, ), up =-u> =0 I
P np np 1 nl'-'l - . ( )
* ]
dir. (1) gire,
<T(kny_-up ) , kg -u, > = <T(ky -upn ) , kg -k > +
p P p P E',E P P P OE'.E
+ <T(kn "'u-n ) » ko—u> + <T(kn -u-n ). U"un > <
L E',E L PR, E”
< <T(kp_-up ) , k_-u> + <T(kp ~up ) , u=-u, > (I11)
PP ° E',E PP "P gtk
dir. §imdi (III) de limsup'e geger ve (II) yi kullanirsak,
limsup <T(kp_-uy ), k, -up > < limsup <T(kp -ugp ), kg-u> +
b p Up P "Pgrg T P p E',E
+ lim <T(ky ~up ), u-up_ > » limsup <T(kp_-u, ), kg-u> =<f,k ~u>
b p p p E',E P P P E',E
oldugunu, yani
lim sup < T(kp -up ), kp_-u, > < <f, kg-u> (1IV)
PP P PrLE E',E

oldugunu buluruz. T operatdrii monoton ve h-siirekli oldupu igin,

Onerme 1.2.2/1'den,
£ = T(ky-u) (v)
oldugunu buluruz. $imdi, T nin mwonotonlugunu kullanarak,
- - - k., -u, =-(k.,-u)> > 0
<T(knp Unp) T(ko u) ? np np O E"E o

oldupunu gdriiriiz, Bu ifadeyi agar, limite geger ve (V) kullanir-

sak,
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<T(kp_-up ) ko =up > > <T(k. - -
p Unpt np PPE‘ .- ( np unp), ko u;' ) +
» ]

+ <T(k_-u), kpn ~un —(k.-u)>
o ] np np ( o) U)E' .
>
ve,

lim inf < T(knp-unp), kn

“up > > <T(k_-u), k_=-u>
p pEU’E o ! o E',E

buluruz., (IV) ve (V) gbzbniinde tutarak, bu son egitgizlikten,

lim < T(ky -uy ) kpn =~upn > = <T{(k =-u), k -u>
n » kg 0 = u), u (VI)
P LA P TPgt g © ° E',E

oldufunu buluruz, §imdi, v ¢ K olsun,

<T(kp ~up }, kpn -v> = <T(k, =-u ky - >4+ <T(k, - -—v>
np np ' nP El,E nP np)’ np unp ( np unp)’ un VE|,E
ve
<T(kp -ug )}, kny -v> < 0
np np » np B E —_
]

oldugu i¢in, (VI) dan

lim < T(ky_=-up ), ky -u, > + lim < T{kp_-uyg ), u, -v> < 0
» Yn _
p p p p EI,E p p P E"E
yani
<T(k -u), k_=-u> + <T(k _=u), u-v> = <T(k =-u), k _ =-v> < 0
[¢] o] E‘,E o EI’E o o] E',E_

dir. Bu ise, k, nin tanimi geregi k = k, demektir. Bdylece,
f = T(ku-u) ve ko = ku olduklarini gdstermig olduk. Simdi de,

yalniz (k“p)péIN alt-dizisinin degil, biitiin (kn)neIN dizisinin ku

ya o(E,E')~-yakinsadigin1l gdsterelim. Bunu gdstermek igin, Fo kiime -
sini ¢(E,E')~tikiz ve {k /neIN} ¢ T oldupu igin, Teorem IT.1l.1'e

. P e e sy G e .
gére, ku nin (kn)nGIN dizisinin o(E,E')-topolojisi igin, tek limit

noktas1 oldupunu gdstermemiz yeterlidir, Bu ise T-izdiglim tek olu-
sunun bir sonucudur. Zira, (k“)neIN yerini bunun herhangi bir alt
dizi ile galigir ve yukarida yaptiklarimizi tekrarlarsak, bu alc-
dizinin bir alt-dizisinin ku ya 0(E,E")-vakinsadigini buluruz. O

halde, ku’ (kn)néIN nin, zayaif topolejl ig¢in, tek limit noktasidair
ve ku = g(E,E'")-1lim kn dit.//

n+«
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Efer, K kliimesi, norm-topoloji icin, yerel tikiz ise,
u € E - Py Ooperatdrd slreklidir. [Eﬁthe,I, 83 344]. Ayn1 Gzellik,

u > k operatdri igin de doprudur.

ONERME T1I1.2.1- Eger, K kiimesi, norm-topoloji igin, yerel tikiz

ise, u € E » ku € K operatdrili siireklidir,

IspaT: Upp W €Eve [lu -ull + 0 olsun. Teorem 11.2.2'nin notas-
yonlari ile, ku,» ky €T dar. T = {v e K/ tiviigb} = K O B (E),
burada Bb(E) = fu € E/Ilullgb) dir. K kiimesi yerel-tikiz oldupu
igin I, kiimesi norm-topoloji igin tikizdir. O halde, (ky_)_ ¢ IN
dizisinin yakinsak bir alt-dizisi vardir. Bu alt dizinin limiti k,
olmak zorundadir, Zira, Teorem I1,2.2'ye gire, k, = O(E,E')—linkun
dir. Bu i

ir u ise ku nin (kun)nEIN
mit noktasi oldufunu gdstermektedir, O halde, Teorem II,1,1'e gé-

re, llky -kyll =0 dar.//

dizisinin norm-topoloji ig¢in tek 1li-

Teorem 11.2.2'nin ispatini yaparken ayni zamanda agagidaki

bnermeyi de 1spatladik.

- 8NERME 1Y1.2.2- u € E ~+ T(ku—u) € E' operatdrii norm-0(E',E) siirek-
lidir.//

UYARI: E den E' ne norm-0{(E',E)~-siirekli olan her cperatiériin h-sii-

rekli oldugu agiktir. O halde u + T(k -u) h-stirektidir.//

Eger (H,<>) bir Hilbert uzayi ise, u ¢ H =+ u-pyueH opera-
térii monotondur: <u-ppu-(v-pyv), u-v> > 0 dir., Bu Szellik

u ¢ E ~+ T(ku-—u) € E' igin de dogrudur.

ONERME 11.2.3- ug E + B(u) = -T(k,~u} € E' operatdri monoton ve
sinirtidir. Ayrica, her u € E igin, <f(u),u> >0 ; her u € E NK
E',E
i¢in, <f(u), u> >0 ; ve B{u) = O
E',E

yalniz ve yalniz u € K igindir.
tSPAT: u,v ¢ E olsun. k, ve k, nin tamimlari geregi,

I(u): ¥¥W €K, <T(ky=u), k,-w> <0
E',E
ve
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I(v) ¢ ¥ W € K, <T(k -v), k _-w> < 0
v V g',E ~

dir. I(u) da w = k, ve I(v) de de w = k alip toplarsak,

<T(k = - - -
( 'y T(kv v), k. kv>. <
E',E

A
o

(1)

buluruz. Diger taraftan, T monoton oldugu igin,

. _ ) ) o ) .

T(ku u) T(kv v), ku u (kv v)>' >0 (11)

E',E

dir, (I) ve (Il) yi toplayarak

(T(ku-u) - T(kv—v), v—u>' >0

E',E

Yani,

<B(u)-B(v), u-v> >0

E',E

buluruz ki, bu da B nin monoton olduffunu gistermektedir,

B sinirlidir, zira, u sinirli bir kimede depigirken, Teorem

1T.2.2"nin ispatinda gdrditk ki k da sinirli bir kiimede degigmek-

tedir. 0 halde, T sinirli oldugu i¢in, P sinirlidair,

v = 0 igin kv = 0 dir, Zira 0 € K ve T{(0) =« 0 dir. O halde, T

nin monotenlufundan,

¥ u € E, <g(u), u> > 0
E',E —

dir.

Eger u € E \ K ise, k. # u ve k -u # 0 dir. T kesin-mono-

ton oldufundan,

<T(k ~-u), ky-u> >0 (I11)
Y E',E
dir. Difer yandan, I(u) de w = 0 alirsak,
<T(k .u)}, k > <0 (1V)
u'tt U g

buluruz. (III) ve (IV) toplayarak,
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<B(u), u> > 0 (V)
E',E |

ocldufunu buluruz,
Eger u € K ise, k = uve B(u) = 0 dir. Karg1rt olarak, eBer

u € E ve p(u) = 0 ise, <B(u), u> = 0 dir, Bu ise, (V) gdre an-
]
cak u € K i¢in miimkiindiir.// ETLE

T = J,. HAL%
[

Tanim IT.2.1'den sonra verilen Srnekte her dualite operaté-
rii J¢ nin bir ID-operatdrii oldupu gérdik. 0 halde, her u € E igin,
u nin K iizerine J¢-izdﬁ§ﬁmﬁnden 88z edebiliriz, Agagidaki teorem
u nin K fizerine J¢—izdﬁ§ﬁmﬁnﬁn Py oldufu sbylemektedir. Bu bek-
lenmedik bir sonug¢ depildir. Zira bu durumda, E'nin normu GAteaux

tirevliidir. (Teorem I.1.3 ve I.1.4) ve J (u) = ¢{l!lull) grad |lull dir.!||

¢

TEOREM 17.2.3- (E,!] 1!} kendisi ve diiali kesin-konveks olan bir

refleksif Banach uzayi ve J¢ de bir diialite operatidrii olsun. Bu

durumda, her u € E i¢in, u nin K iizerine J¢-izdﬁ§ﬁmﬁ Pypu dir.

1SPAT: Ynee, (E,;| ||) kesin-konveks oldupu igin, Py nin agagida-
ki egitsizligi \

¥ v EK, [[pyu— uli<ciiv=utl] (1)

saglayan K nin tek elemani oldupunu belirtelim. K kiimesi konveks

~

oldupu icin, her v ¢ Kve 0 g t g 1 igin, t v + (1-t)pKu £ K dir,

(I) de v yerine bu eleman: koyarsak,
Vv eK, [fpumull < 1ty + (I=t)pgu-ufl (1D

buluruz, Dipger taraftan, T € R.+ igin,

r

o(r) = [ ¢(s)ds

o}

alalim. Teorem II.1.2'nin ispatinda gdrdiglmiz gibi, her v ¢ K

i¢in



_41..

¢(tkau-ull)-¢(lltv+(1-c)p u=ulf) > t < J (p,u-u), p u-v> (I11)
K — ¢ T K L 4 '
E',E
dir. 9 fonksiyonu positif oldugu igin, ¢ fonksiyonu bir artan fonk-
siyondur. O halde, (II) den,

¢(||pKU“uil) - 0(llt v f(l—t)pk"ull) <0

" oldugunu sdyleyebiliriz. Bu son egitsizlik ile (III) kargilagta-
rarak,

¥ veg K, < J¢(pku-u), pku~v>' <0
E',E

oldufunu buluruz ki, bu da Pyu n1n u nin K zerine J_ -izdiliglimi de-

mektir,//

®

u * p,u operatdriniin siirekliligi ile ilgili agagidaki &ner-

meyi burada vermeyi uygun bulduk,

ONERME I11,2,4- Eger (E,!l I1) bir yerel dizgilin~konveks Banach uza-
y1 ise, u ;dpku operatdrii (E,!I 11) den (E,!! Il) ve sireklidir,.
"1SPAT: usu €E ve Mu -ull > 0 olsun. Teorem I1.2.2'ye gbre,
Pyt = U(E',E)—pk,un dir, Uzayimiz yerel diizgiin-konveks oldufuna
gire, IlpKun_PKUIl + 0 oldupunu gdstermek ic¢in, |kaunll *
IlpKuli oldugunu gdstermek yeterlidir. Pl nin tanimi geregi,
- < - |
¥ v éeK, Ilpkun un!I < Iy Uy I
dir. Bu egitsizlikte v = Pyl alirsak,
- - |
'kaun unll < llpku unl

buluruz. 0 halde,

I1pKu—u1Is }iminfllpkun—un||$ 1imsup||pkun-unlls 1imsupl|pku—unll =!ipku—ull

Ve ' /
||pku—u[| = 1im||FKun‘un|' (1)

dir. pu-u ‘J(E-E')'lim(pkun‘un) ve uzayimiz yerel diizglin-konveks

oldugu igin,
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flpkun*un—(pku—u)fl + 0

dir. O halde, llun—ull + 0 oldupundan,
llpuun-pkull + 0

dir.//

Agafridaki Onerme yukarida ispatini verdigimiz tnermenin do-

gal bir devamidir,

ONERME II.2.5~ Eger (E,!! |!) nin kendisi ve diiali yerel diizglin-
konveks 1lseler, u ¢ E =+ J¢(puu—u) operatdrid (F.I1l [}1) den

(E',40 }1') ne siireklidir.

1spart: u ,u & E ve Ilun-ull + 0 olsun, Onerme I1,2,.2"'ye gdre,

u & E + J¢(pku-u) € E' operatdrii norm-0(E',E) siireklidir. Diper
- ‘ - — it 1 -~
taraftan, IIJ¢(pKun un)ll = ¢(|kaun unlr) ve ¢ siirekli oldugfun

dan, Onerme II1.,2.4'e gbre,
— : - - - L
(b(llpkun unli) > ¢(IIPKU ull) = ||J(pku u) !
dir. 0 halde, E' yerel diizgiin-konveks oldufu igin,
- - - it + 0
!IJ¢(pKun un) J¢(pKu u)
dir.//

BRNEK: 1) LP ve Sobolev uzaylar: W' P () (1<p<+») dizgiin-konveks

uzaylardir. O halde, bu uzaylarda u *> p,u operatéri siireklidir.

2) LP ve Sobolev uzaylar: WP Q) (l<p<+w) diizgiin-piriizsiiz
ve refleksif oldufu igin bu uzaylarin dlalleri de, Teorem I.1.10'a
gtire, dizglin konvekstirler. O halde, bu uzaylarda u J¢(u_pku)

operatbri sireklidir.//
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BOLUM III: LINEER OLMAYAN DENKLEM VE VARYASYONEL ESITSIZLIKLER
ILE ILGIL1 BAZI SONUCLAR

Bu bOliim iki kisima ayrilmigtir:

KISIM ITI-1: M-tipi operatdrler ile verilmig varyasyonel egitsiz-

liklerin ¢oziimiintin varligi lizerine.

KISIM III-2: A(u) = f denkleminin ¢8zUmilinlin varligyr ilizerine bazi

sonuglar,

bagliklarini tagimaktadir. Kisim III-1 de M~tipi bir operatdre
bapgli olarak verilmig bir varyasyonel egitsizliginin ¢éziimidnin
~varligi gbsterilmekte; Kisim III-2 de ise, gegitli varsayimlar al-
tinda, A(u) = 0, A(u) = J (u) ve A(u) = u denklemlerinin ¢dziimiiniin
varligi incelenmektedir. Her kisimin girigsinde o kisimin gayesi

ve o kigsimda yapilanlar bzetlenmig oldufundan, burada bu kisa gi-

rig ile yetinilmigtir,

KISIM III-1: M-T1Pl OPERATORLER !LE VERILMI$ VARYASYONEL
ESITSIZLIKLERIN ¢OZUMUNUN VARLICI UZERINE

Kigim III-1 B&llUm II pin bir uygulamasidir. Verilerimiz:
(E, I} 11) bir refleksif Banach uzayi, A:E » E' bir M-tipi opera-
tér [ﬁ"tipi operatdrlerin taniml agafida verilmigtir], K ¢ E bir
konveks, kapali kiime ve féE' verilmis bir eleman'dir. Gayemiz: En

az bir u€éK nuin
(I) ¥ V‘K,<A(U)_f’ U_V>E1,E f 0

varyasyonel egitsizligini sagladigint géstermektir, Brezis,
[Bresis I] de bu tip operatdrler igin A(u) = f denklemini sagla-
H]

yan uéE larim varligini géstermigtir. Ancak, M-tipi bir A operaté-
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riine bagli olarak verilen (I) varyasyonel eyitsizliginin ¢8zimiinlin

varligi heniiz, bildigim kadari ile gosterilmig depgildir. Burada

yapilanlar, bir &lgiide, bu boglugu doldurmaya yéneliktir.

TANIM TI1-1: A:E ~ E' bir operatér olsun. Eger, asapidaki iki ko-

gul:

M ) Eper, her sinirla E'
, ve 0(E,E')-yakinsak (ua)acl

igin, u = O(E,E")~- llmua, f = o(E',E)- 11? A(u ) ve 11msup
o I,
uu>E‘,E < < f'u>E',E ise, A(u) = f ve lim < A(uu) u>

*’~A(u),u>E,’E dir. a I

E ag:
A(uy),

Hal

A

aE',E

MZ) E nin her sonlu-boyutlu alt uzayi F igin,
G(E',E)) sireklidir.

. ]
AppiF + (E',

saglaniyor ise, A ya bir 'M~tipi' operatérdiir, diyecegiz.

UYARI: Bu tanim ile tanimlanan M-tipi operatdrler ile Brezis'in
[Brezis, I, s.123] Tanim~E ile verdigi M-tipi operatdrler arasin-
daki terk fark, burada, M, ) kogulunun sonucuna lim < A(ua) u

- <A{u),u> egitliginin eklenmlg olmasidir, A$a§1dak1 drneklerde

E',E

de gdrecefimiz gibi, Brezis'in M-tipi operatdrler igin verdigi dr-

nekler, ayni zamanda, M-tipi operatdrlere de Grnektir.

ORNEKLER: 10/ Her monoton, h-slirekli operatsér A:E + E' bir M-tipi
operatbrdiir, Zira Onerme I-2-2 ye gore, M2) kogulu ve M

lim < A(u_),u >, = < A(u},u>

o el o a E

ri saglanmaktadlr. 0 halde, M
= < >

<A(Uu) U.a E' E A(u) u EI

memiz berekmektedlr. Bu e§1t11k A nin monotonlufunun bir sonucu-

1

E',E

1 kogulunun verileri altinda, lim

egitliginin de saglandifiiny gSster-
dur:
<A(ua)~A(u), ua-U>E',E >0

dir. Dolayisiyla,

< -u»
<Au d,ugpr g 2 € AL Wy g b ALL), u e
ve
lim inf < A(ua),ua> > lim inf < A(uu)’U>E',E = <A(u),us
dir. 0 balde, M;) kogulunun varsayimlarina gore,

> 1
a E',E

kogulunun

egitligi harig, difer sonugla-

E',E
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lim < A =
(ua)| UQ>EI,E = < A(U),U>E,,E
dir.
o
2”/ Her p-monoton operatdr A:E + E' bir M-tipi operatérdiir,
ISPAT: M) (u ) .y ¢ E sinirli, o(E,E')-yakinsak bir ag, us0(E,E')
lim u_,f = g(E',E)-limA i
" »E) m (Ua) ve llmsup < A(uq)’ua>E',E < < f’u>E',E
olsun.
lim inf < A - =lim i -
(ua), u T e g lim 1nf{<A(ua),ua>E,’E
- < A i -
(ua), u>E',E] < lim sup < A(u&), U B R
- 1i - -
m < A(ua),u>E.’E < < f’u>E',E < f’u>E',E = 0

dir, O halde, A p-monoton oldufundan, her ve¢E igin,

<A(u),u-vy> < lim inf < A(ua),ua—v> < lim Sup<A(ua),

E',E E',E

U.a"V)E, ,E =

= lim sup[<A(ua),ua> - < A(ua), V>E',E] < < f’u_v>E‘,E

E',E

dir. Bu egitsizlik her veE igin gegerli oldugu igin, A(u) = f dir.

$imdi, yukaridaki egitsizlikte v=u alarsak,

3%
o

lim inf < A(ua), uOL-ﬂ.wE,’E
buradan da

lim inf < A(ua), ua>E',E > < A(u)’u>E',E

buluruz. O halde,

lim < A(ua)’ua>E',E = <A(u)’U>E',E

dir.

M,) kogulu [Brezis, I] prop.21l rin bir sonucudur.
2
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3) Browder ve Hess'in [Browder-Hess, I, 5:251-294] de ta-

nimladiklari 'pseudo-monotone' operatérler, M-tipi operatdrlerdir
[s:252 Def.l ve s=258 prop.3].

ONERME IIT.1.1- Eper A:E + E' bir M-tipi operatdr ve B:E + E' bir
monoton, h-slirekli,sinirl: [Tanlm II.l.Z] operatdr ise A + B bir
M-tipi operatdrdiir.

IsPAT: A + B operatdriinin M2) kogulunu sagladifi, Onerme I.2.2 demn,
agiktir., O halde, A + B nin M) kosulunu sagladifiin: gosterelim.

Bunun igin, (ua)aél ¢ E sinirlyi, o(E,E')-yakinsak bir ag, u=o(E,E')
1im U f = O(E',E)-lim(A(ua) + B(ua)) ve lim sup<A(ua)+B(ua).
ua>E',E < < f’U>E',E olsun. (ua)aeI ag1 sinirli ve B operatdrii de

sinirli olduBundan, (B(ua)) ag1 E' nin bir sainirl: agirdar. O

ael
halde, Alaoflu-Bourbaki teoremine gdre, bu afin, yine aynl notas-

yon ile gdsterecegimiz, O(E',E) yakinsak bir alt agi vardir.
X = 0(E',E) - lim (ua) (1)
olsun. $Simdi

lim sup < A(ua)’uu>E',E < < f_X'U>E',E

oldufunu gdsterelim. Once, lim sup < A(ua) + B(Uu)‘uu>E,E < < f,uﬁ,’E
ve (u ) aglarinin sinirl: olugun-

egitsizliginden ve (B(ua))aél a’o el

> inin iistten sinirli oldupguna igaret
dan, (<A(uu),ua E',E}uel ag u g §
edelim. Eger,

lim sup < A(ua)’ua?E',E > < f-x,urpr g (11)
olmug olsa idi, {(u ) 1 nin, yine aynil notasyonla gosterecepgimiz,

o’ oé

bir alt ag1 igin,

lim < Au ),upe g = &7 € £ = Xourg g (I11)

olurdu. Ama, bu durumda

lim sup < B(ua)’uu>E',E = lim sup[<A(ua) B(ua)’ua>E',E _

¢« f,u> - a < < X'“E',E (1v)

1A

—<A(Ua) ’uc)r,)E' ,E:’

buluruz. Fakat, Ornek 1 e gire, B fi-tipi bir operatdbrdir. O halde,
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(IV) den,

B{u) = x ve lim < B(ua),u >

o E',E = S Blw,ure. b
dir. Bu egitliklerden de
lim < A > = i : -
sup (ua),ga g',p = lim Sup[<A(ua)-FB(Ua)sUd%|’E
- < > = 1i -
B(ua),ua E',E ]- lim sup < A(ua) + B(ua)’ua>E',E

<AB(U)OU>E|,E 5 < f-X’u>

E',E
buluruz ki, bu egitsizlik (I1) ile gelismektedir. 0 halde,

lim sup < A(ua),u > < < fex,u>

o E',E E',E
dir. A bir M-tipi operatdér oldugu igin,
= - 1 = \Y
ACu) = f£-x ve lim < AQu ),u >0y p=<Alu),u>p, o (V)

"dir. §imdi, tekrar B ya d&nersek, (IV) de oldugu gibt,

lim sup < B(Ua),uu>E,’E = lim sup[ <A(ua)+6(uu)‘ua>E',E -
- < A(ua)'ua>E',E ]5 < f’u>E',E -~ < A(u)’u>E‘,E =
= < f - A(u),u)E,,E = < X’U>E',E

ve R bir M-tipi operatdr oldufu igin de,

B(u) = x ve lim < B(ua)’ua>E',E =< B(u)’u>E',E (VI)
oldufunu buluruz, (V) ve (vi) dan

A(u) + B{u) = £

ve

lim < A(um)+B(ua),um>,ﬂ.’E = < A(u) + B(U),U>E',E

oldugunu buluruz ki, bu da snermeyi ispatlar.//
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Birkag satir gsonra verecegimiz, Teorem III.1.1 in ispatinda
agagidaki Onermeyi kullanacagiz. Bu 6nerme Browder'e aittir ve
igspata [Brezis, I, s:125] de bulunabilir.

ONERME TTT1.1.2- F bir sonlu boyutlu Banach uzayi, A:F - F' bir si-~

rekli operatdr ve ' ¢ F sifir igeren konveks ve tikiz bir kiime,
dyle ki,

¥ue FAT, < A(u),ud > 0

E',E
olsun, Bu durumda,en az bir u, €T igin, ACu ) = 0 dar.//

Bu kisimin gayesi olan teorem gudur:

TEOREM III.1l.1- A:E » E' bir M~tipi, sinirl: operatdr ve K € E s1-

firi1 igeren konveks ve kapali bir kiime olsun. Eger, A, agagidaki

manada, on-koersif ise,

(0K):“Her f ¢ E' ig¢im, sifiri igeren bir ¢(E,E')-tikiz, konveks
I' ¢« E kiimesi vardir. Oyle ki, her u¢ENT igin, <A(u)-f,u>p, 5 > 0
- ’
dir,
Bu durumda, heré¢f E' igin, en az bir u &K
- - <
¥ vek, < A(uo) £, uy V>E',E <0

varyasyonel egitsizligini saglar.

tSPAT: f¢E' verilmig bir eleman ve T:E + E' herhangi bir ID-opera-
téri olsun [Uzay1mlz refleksif oldupu ic¢in, B&lim II ye gdre ID-
operatbrleri daima vardir|. Onerme 11.2.2. ve I1.2.3 e gire,

R{u) = —T(ku—u) oper%tﬁrﬁ, monoton, h-siirekli ve sinarlidir; A
operatdrii de M-tipi oldugu igin, Onerme III.l.1 e gdre her

n=1,2,3,... igin,
B :uéE =+ B (u) = A(u) + nR(u) - feE'
n n

operatori M-tipi bir operatdrdir. M-tipi operatérlerin MZ) kogulu

geregi, B_ operatdrii, E nin her sonlu-boyutlu alt uzay:r F den
3
n

(E',c(E',E)) ye siireklidir.

%" ile E nin sonlu-boyutlu alt uzaylarinin kiimesini gdstere-

lim. (F,c) ¢ifti ybnlendirilmig bir kiimedir. Her Fe¢% 1igin,
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JpiF =+ E dofal gimme ve J§=E' + F' de onun adjointi olsunlar. Bu

linear ddniliglimler £ nin zayif ve E' nin zayi1f-yi1ldiz topolojileri
igin slreklidirler, ﬁ"tipi operatdrlerin M2) koguluna gore,

Bn,F = J;QHF operatdrii F den F' siireklidir. Teoremin ifadesindeki
(0K) koguluna gdre, sifiri igeren ¢ (E,E')~tiki1z ve konveks olan

dyle bir T kiimesi vardir ki, her ueE \ T igin, <A(u)-f,u> > 0

E',E

dir. Her Fe'F igin g = Fnl' koyalam. [ F nin si1firyr igeren ti-

P\ b ]
kiz ve konveks bir kiimesidir., Diger taraftan, Onerme 11.2.3. e gd-

re, her ue¢k igin, <8(u),u> > 0 dir. O halde,

E',E
¥ u¢kF \FF, <Bn’F(u),u>F‘1=| > 0
dir. O halde, Onerme III.1.2 e pgdre, en az bir u g € FF elemani
]
Bn,F(un,F) = 0 (1)

egitligini saglar. Bn nin tanimina dbnerek, (I) in agagidaki ifa-

deye
* * = J I1
JFA(un,F) + HJFB(un,F) F(f) (I1)
egdeger oldugunu gdriiriz. Her F €T ve n=1,2,3,... igin, Ul T
1]
dir. T kimesi o(E,E')-tikiz oldugundan, (un F)F£¢7 aginin, yine.

ayni notasyonla gbdsterecefimiz, ¢(E,E')-yakinsak bir alt agi var-

dir.

u = O(E,E')-lim u
n

¥ n,F

olsun. (I1) den,

f = c(E',E)—;im[ Jphluy o)+ nJFB(un’F)] (111)
ve yine (I1) den,
—_ *
<J;A(un,F) * nJ§‘B(un,F)’un,F>F',F - <JFf’un,F>F',F

Yani,

< A(un,F) + nB(un,F)’un,F>E'.E = <f'un,F>E',E

buluruz. Burdan da,
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),

lim < A
m (Un,F) + nB(un

Fe§ (1v)

= <f,u >

JF7 ' %a FTE'E n’E'L,E

oldugunu buluruz. B bir M-tipi operatdr oldufu igim (IIL) ve (IV)
den, ‘

A(un) + nB(un) = f (V)

egitligini buluruz. (un)ne . dizisi I dadir; T kimesi de g(E,E')~-
tikiz oldugu igin, bu dizinin, yine ayn1 notasyon ile gdsterecepi-

miz, 0(E,E')-yakinsak bir alt dizisi vardair,
uzo(E,E')-1lim u
n

elsun, A operatdri sinirli oldugu igin, (A(un))n CN dizisi de si-

nirlaidir ve

. . 1
lim B(un) = lim ry
1] -»co N-»ce

oldugunu buluruz. O halde,

(f-A(un)) =0

lim sup < B(un)’ un>E',E = 0= <O’U>E‘,E

ve B, M-tipi bir operatdr oldugu igin de, B(u) = 0 dir. Bu ise,
nerme 11.2.3., e gdre, ueK oldugunu gésterir. §imdi (V) egitlipi-
nin, her iki tarafini u "V, veK, ile garparsak,

- - - = 0
<A(un) f, U V>E',E + n < B(un),un V>E',E

buluruz. veK olduBu igin, Onerme 1I.2.3. e gbre, B(v) = 0 dir; ve

p monoton oldugu igin,
- > 0
<B_(un),un V>E|,E z
dir. Q halde,
v ovek, <Alu)=f, u=vip. g <0 (VD)

dir. (ACu_)) dizisi sinirli oldugu i¢in, Alaoglu-Bourbaki teo-
' n’'n ] i o
remine gbre, bu dizinin, yine aynl notasyon ile gdsterecegimlz,
’

s (E',E)-yakinsak bir alt agL vardir.
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X = 9(E',E)-lin A(u)

olsun. (VI) egitsizlipinde v =

= u alirsak, ki bunu alabiliriz, zira

ueK dir,

< - ' -
Ale)=fiu>ge g < A -, YR LE

buluruz. Bu egitsizlikte lim sup'e gegerek

lim sup < A(un)_f’un>E',E < < x - f’U>E',E

oldufunu buluruz. §$imdi, A nin bir ﬁ-tipi operatdr oldugunu kulla-

narak,

A(u) = ¥ ve lim <A(un),un> =z < ¥,u

EI’E - (VII)

E',E
egitliklerini buluruz. (VI) ya ddner ve (VII) yi kullanirsak, her

véK igin,

<A(u)-f,u-v’>E,'E = lim <A(Un)“f,un‘V>El'E <0

oldugunu buluruz, 0 halde, bu ueéK igin,

¥veK < A(u)-f, u-V>E',E <0

varyasyonel egitsizligi saglanmaktadir.//

KISIM ITI1.2- A(u)=f DENKLEMININ ¢OZUMUNUN VARLICT UZERINE BAZI
SONUGLAR

Burada (X,T) herhangi bir gergel yerel konveks Hausdorff
vektdr uzayi, X' de onun topolojik diiali olacaktir. X sin zayif-
topolojisini o(X,X') ile, ve X' niin zayif yildiz topolojisini de
o(X',X) ile gdsterecepgiz. X si bir Banach uzayi1 olarak aldifimiz

zaman X yerine E harfini kullanacagiz.

D ¢ E bir bos olmayan kime ve A da, D dzerinde tanimly, D

den E' pne, veya D den E ye, giden bir operatdr olsun. Cayemiz,

A(u) = O (O€E'), A(u) = J¢(u) (J¢ bir diialite operatdrilini gbster-

mektedir) ve A(u) = U (u€d) denklemlerinin ¢dzimiinilin varligini,

gegitli varsayimlar altinda, incelemektedir. Genellikle bu tip
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problemlerin g¢bzliminde D kiimesi konveks segilir fﬁrnegin, Brezis,
Browder ve Lions’un bibliografyada verilen yapitlarina baklnlz}.
Bunun nedeni ispatlarda [Browder, 4,5] de verilen sabit nokta tipi
teoremlerin kullanilmasi ve bu teoremlerde de konvekslifin gok
6nemli rol oynamasidir. Biz burada bir taraftan konveksligi kal-
dirirken difer taraftan da A {izerindeki varsayimlari zayiflatmaya
galigtik. Burada yapilanlar, bu tip problemlerde, konveks kiimeler
yerine 'biiriilebilir' kiimeler ile galigabilecefimizi; ve LBrowder,
4,5] de verilen sabit nokta teoremleri yerine '"topolojik derece'’

kavraml yardimi ile elde edilen varlik teoremlerinin kullanilabi-

lecegini gostermektedir.

NOTASYONLAR: D¢ X ve F ¢ X bog olmayan iki kiime olsunlar. Bu ki-

simda kullanacafimiz notasyonlar gunlardir:

D= D in, T topolojisi igin, kapanigi.

=
]
o

nin, 0(X,X') topolojisi, igin kapanigi.
B = D nin, T topolojisi ig¢in, igi.

D= D nin, T kopolojisi igin, kenara.
DnFF = DnF nin F de, F ye T nin indirgedigi topoloji igin,
kapanigi.

aF(DnF) - DnF nin F de, F ye T nin indirgedigi topoloji
i¢in, kenarui.

TANIM ILI.2.1- D € X bir kiime ve u €D bir eleman olsun. Efer, aga-
gidaki kogul,

¥ veX a>0; teK, ltl sa=>tvtuebD
saglaniyor ise, D kiimesi 'uo da emici'dir, denir,

Eper D kiimesi agik ise, gabucak goriilebilecegi gibi, D her

u €D de emicidir; kargitl dogru degildir.
[o]

CANIM I11.2.2- D € X bir kime, ugeD, D u, da emici, ve A:D * X'

bir operatdr, olsunlar. Eger, her veX igin

l1im < A(uo+tV)'V>X',X = <A(uo)’V>X',x
£+0+
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ise, A 'uo da radial-siirekli' dir, diyecepiz.

Efer D=X ise 'radial-siireklilik' ile 'h-stireklilik' Gzdeg-
tirler. Radial siireklilik, zayif streklilik (o(X,X')-c(X',X) si-
reklilik) ve yari-siireklilikten gok daha zayif bir sirekliliktir.

Ornegin her linear operat®dr radial-siireklidir, ama zayif siirekli
degildir,

Agsapidaki OGnerme Browder'e ait LBrowder, 6, s:869, lemma=l

bir dnermeyi genellegtirmektedir.

ONERME III.2.1- D =« X,uoED, D,uo da emici olan bir kime, A:D -+ X'

u da radial-slirekli olan bir operator ve f; X' verilmig bir ele-

man, olsunlar. Efer,

¥ ued, <A(u) -~ £, u-u > > 0 (1)
o )

ise, A(uo) = fo dir.

ISPAT: ve¢X alalaim. D,u, da emici oldugu ig¢in, 8yle bir a > 0 var-
‘dir ki, her telK, 0 < t < o, igin, u, totve D dir. (I) de u yerine

u, tv alirsak,

<A(u0+tv)-f0,tv>x.,x
ve, t)0 oldugfu igin de,

<A(Uo+tV)“fo! v>xl,x > 0

buluruz. Simdi, A nin up da radial sirekli oldupgunu kullanairsak,

<A(u )=-f ,v> = lim <a(uw +tv)-f ,v>_, > 0
o o X', L0+ o o X', X
buluruz. Bu egitsizlik her vcX igin dpgru oldugundan, A(uo)—fozo

ve A(uo) = fo dir.//

A§ag1daki bnerme Vishik'e aittir LVishik I, lemma 3]. Bu

. . = . n
bnermede D € R? de si1firz igeren bir agik sinirli kiime ve A:D-+ K

bir siirekli fonksiyondur.
"topolojik derece'sini gbsterecepiz. Agagidaki is-

Her p 4A(3D) i¢in, do[A;D,p] ile A nain

D ye gbre p de
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pat bu.kavraml kullanmaktadir. Topolojik derece konusunda genig
bilgil LBerger,M.-Berger,M,], [Kucéra,s. et al.h[Krasnoselskii],
[Smart] ve [Schwartz,J.T.] de bulunabilir. Ayrica, bu kavramin

Banach uzaylarina genellegtirilmesi konusunda genig bilgi yukarai-

daki beg eserde ve [Leray-Schauder] de bulunabilir.

GNERMIL IT1.2.2-

! . . "
D¢ R sifiri igeren bir agik, sinirliy kime ve

A:D- yp bir siirekli fonksiyon,olsunlar. Eger,
¥ uedd <A > > 0
€ 9D, (u),u R, R" (1)
ise, en az bir uogD i¢in, A(uo) = 0 dir.

ISPAT: A=(A 4.y, ), Ak:ﬁ-+ B siirekli, 1<k<n, ve u=(ui,..-,un)é5

olsun, Her 0 <t <1 ve l <k <n igin,

Ak,t(u) = tuk + (l—t)Ak(u)

ve

koyalim. Her uedD ve 0 < t < 1 igin, (I) varsayimina godre,

<At(u),u>mr’ a = tilul!2 + (1-t) < A(u),u>ﬂﬁ,mn > 0

R

dir. O halde, her ugdD ve 0 <t % 1 igin, At(u) ¥ 0; vani,
0¢At(an) dir.

Topolojik derece g1firdan gegmeyen homotopiler altinda sa-

bit olduguna gbre, her t,t' ¢ LO,Y] i¢in,

do[At;D,O] = do[At.;D.o]
dir. Oysa,
do[Al;D,0] - do[I;D,o] =1

dir. O halde,

d°[a;D,0] = 1

d°[a_3D,o0]
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ve sonug olarak da, topolojik derecenin Szelliklerine gbre, en az

bir uOE D igin, A(uo) = 0 dar,//

Burada, gegerken, yukaridaki Snermenin ispat gerektirmeye-

cek kadar agik bir sonucu olan, agafidaki sabit nokta teoremini,

yararli olur dligincesi ile, vermeyi uygun bulduk.

ONERME I111.2.3~ D ve A Onerme III1.2, deki gibi olsunlar. Efer aga-
gidaki ii¢ koguldan,

a) ¥ uedD, <A(u),u> n a>llulll,
[[EN [
2
b) ¥ vedD, <A(u),uﬁﬂn,np>llull

c} 4D baglantili bir kiimedir ve ¥u ¢ 3D, <A(u),u> n #llulI{

Mngm

herhangi biri saglaniyor ise, en az bir quD igin, A(uo) = u_ dir.//

$imdi gayemiz Vishik'in ®nermesini, bir 8lgiide, Banach
uzaylarina genellegtirmektir. Bunu yapabilmek igin agagidaki kav-

-ram ve dzelliklere ihtiyacimiz olacaktar.

TANIM T111.2.3~ D ¢ X bir kiime olsun. Efer, her 0 < € < 1 igin,
— 9 _ )
€D € D ise D ye 'biliziilebilir' (Shrinkable) bir kiimedir, denir.

UYARL: 1) V.Klee [Klee, I} ye gbre, 'biizlilebilir kiime, kavrami
ilk olarak, lves,R.T. nin Ph.D. tezinde LUniversity of Washington,

Seattle, 1957] tanimlanmig ve kullanilmigtir.

2) Her biiziilebilir kiime sifirin bir komgulugudur. Ayrica,
bliziilebilir kiimeler sifira gdre yi1ldiz-kiimelerdir; kargitinin

dogru olmadigi agiktar.

ORNEKLER: 1) Eger D € X konveks ve 0eb® ise, D biiziilebilir bir kii-

medir. Zira, her 0 < € < 1 igin, €D+(1 E)D < D dir. Ornegin

[Holmes, 2, si 59].

2) Eger Dl""'Dk kiimeleri X sin"kon?ekﬁ altvkumeleri )
ve OEBk’ 1 < k < m, ise, D = Dju ... an kiimesi, Ornek 1 den gdrii—-

lebilecegfi gibi (konvek

da, D = DY olduguna da igaret edelim.

s olmayan) bizilebilir bir kimedir. Bura-
H
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3) Eger p:X - I8, siirekli ve pozitif-homojen bir fonksi-

yon ise, D={u xi P(u)<a}l (0>0) kiimesi biiztilebilir bir kimedir.

4) Eger, Dl""’Dn kiimeleri X sin biiziilebilir alt kiime-
leri igse, D = Dju ... ub ve D n,... nD_ kimeleri de, gabucak go-

riilebilecegi gibi, biiziilebilir kiimelerdir.//

Agagida verecefimiz Snerme biiziilebilir kiimelerin de konveks
kiimeler gibi diizglin (regularly) agik ve diizgin kapali olduklarini

ve differ bir Unewmli Szellipini géstermektedir.

ONERME III1.2.4- D £ X bir blizillebilir kiime olsun. Bu durumda,

o - 9 o o -
1) D = U(eD), D=D wve D =D dir.
0<g <1
ve
2) Eper, D agik ise, X sin her sonlu~boyutlu alt uzayir F
i¢in,

;)

FAD! = FaD ve 3 (¥nD) = FAD dir.

1SPAT: 1) D biizlilebilir bir kiime oldufundan, her 0 < € < 1 igin,

- [s] - I} [e]
eD € D ve dolayisiyla, U(ED) £ D dir. Eger, u&D ve her 0<e<l igin,
0<exl

= ntl = . o
u € ¢D ise, — u & D dir. (n=1,2,3,...). 0 halde, u € D, ya-
0 o . 1 Q
ni, ntl u €X\D dir. X\ D kapali oldugundan, u = lim ﬂi— uée XnD,
ngw
0 - + v . - .
yani, u D dir. Bu ise bir geligkidir ve {JeD = D dir.

o <eg<}

Eger D bijziilebilir bir kiime ise, D de biizilebilir bir kiime-

dir, zira, % ¢ D dir. O halde, biraz dnce ispatladifimiz formiile

gbre,

[ - 0

D:U(‘.D):‘-’D

O<e <1

dir.

g ¢ D oldugu agaktir. Diger yanda, D biiziilebilir bir kiime

- - o

oldugundan,_her 0 < e < 1 ve ueD igin, tueD dir, O halde,

0 . - .
u = lim cue¢bh, yanl B -« D adir.

g+1-
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2 t i
) F € X bir sonlu-boyutlu alc uzay olsun. Once ¥ nin X sin

bir kapali alt kimesi oldugunu belirtelim. DnF nin F de kapanigi
tanim geregi, .,

—————

DnF =z ¥ n Dn

DnF ¢ an = B(lF

ve dolayisiyla,

~

Fab' ¢ Fab

dir. ueFnD alalim. D biiziilebilir bir kiime ve F bir alt uzay oldu-

gundan, her n=1,2,3,... i¢in,

I A
) uefFnD

dir. Buradan da,

n F

n+l

u = lim uéEFnD

n-rw

buluruz, zira uéF dir.
D agik oldugu igin, DnF, F de agirktir. O halde,

3 (DnF DaF s (DnF) = (DnF)\(DnF) = Fn(D\D)

—
]

= FngD
dir.//

TANIM III1.2.4- DcX bir kiime ve A:D+X' bir operatdr olsun. Efer X

sin her sonlu-boyutlu alt uzayi ¥ igin, A, DnF den (X',G(X',6 X)) ne

siirekli ise, A ya D fizerinde 'sonlu-siirekli'dir, diyecegiz.

Eger D=X ve A operatdrii de momoton-h sirekli ise, Onerme
1.2,2. ye pire, A sonlu-siireklidir. Yine bu durumda, ﬁ-tipi opera-

térler, tanimlarindaki Mz) kogsuluna giére, sonlu silireklidirler.

Radial siireklilik ile sonlu-siireklilik iligkisi lizerine

agagidaki dnerme vardir.
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ONERME I11.2.5: DgX kiimesi her uJ?D da emici ve A:D+X' operatdri
de monoton ve her ug D da radial-siirekli ise, A

gireklidir.

, D lizerinde sonlu-

[SPAT: 'F, X sin sonlu-boyutlu bir alt uzayi, JpiF>X dogal gbmme ve

TR ER
JF.X +F" onun adjointu olsunlar. Bu operatiérler linegrdir ve,kar-
grlik olarak, 0(X,X") ve 0(X',X) topolojileri igin siireklidirler.

= J*
AF JF AT

rica, ¢abucak goOriilebilecegi gibi, DnF kiimesi F nin her uofDnF da

P kovalim. AF:DnF+F' monoton ve radial siireklidir. Ay-

emici olan bir kimesidir. 0 halde, ispati X= mn, D ¢ " ve A:D*'MP
olarak alip yapabiliriz. Bunun igin, ung, uneD ve Ilun—ull + O
olsun, Once (A(un))né N nin M® nin sinirlyi bir dizi oldupgunu goé-
relim. Efer IIA(un)||++m olsa idi, Bolzano-Weierstrass teoremine

gire, (un)n £ N bir alt dizisi (u“k)ké g lsin

A(Unk)
—_— £ ye Ifll = 1
IIA(unk)Ii

olurdu. A monoton oldugu igin,

¥ veD, <A(un y - A{v), U VEP’HP > 0 (D)
k k
dir. (I) ri A(un ) ile btler ve limite gegersek,
k
¥veD, <f, u =v> > 0 (I1)
) n n -~

]

buluruz. W eng olsun. D kiimesi uo-da emici oldugundan, Syle bir,
a > 0 vardir ki, t €K, 0 <t & a igin, V = u, + t WeD dir. (II)

de V = u0¢tw koyar ve t ye bolersek,

<f,W> >0
m™ R"

mn N . —_
buluruz. Bu egitsizlik her W ¢nl igin dofru oldugundan, f=0 dar.

Oysa, I1£11 = 1 idi. Bu celigkiden (ACu D)y dwlsmln_Slnlrll
oldufu gikar. Simdi IIA(Un)'A(uo)ll + 0 oldufunu gostEflllm.
(ACu_)) dizisi sinirli oldupu i¢in, yine Bolzano-Weierstrass
n’'néN ) . .. .
teoremine gdre, bu dizinin yakimsak bilr alt dizisi, (A(u“k))k(FN'
ardir. [ = lim Aug ) olsun. (I) de bu alt diziyi alir ve limite
var . -
ko k

gecersek,

¥ véb, < fo - ALV, uo-v? <0

"



- 59 -

buluruz, Bu ise, 6nerme‘111.1.1.

re gdre, A(u ) = f olmasini ge-
ktirir. A{u ) = f ol : © o .
re ’ 0 o 91Usu 1se, A(uo) rin (A(un))n N dizisinin tek
limit noktasi oldufunu gbstermektedir. O halde, Teorem II.l.1. re
gore, A(uo) = lim A(”n) ve A,uo.da stireklidir.//

n+o

Yékarida verilen tanim ve Gnermeler ile hazirligini yaptifi-

S g c ey s . . : .
miz ve bir 8lg¢iide, Vishik'in Snermesinin bir genellemesi olan teo-

rem gudur:

TEOREM ITI.2.1- (E, Il Il) bir Banach uzayi, D € E bir biizlilebilir
agik kiime ve A:D+E' monoton ve sonlu-siirekli olan bir operatér ol-

sun. Eger, Do(E,E')-tikiz ve her uedD igin, <A(u),u> >0 ise,

E'.E
en az bir uoe D igin, A(uo) = 0 dir. ’

ISPAT: Her veD igin, Kv = {ueﬁ/<A(v),v—u> > 0} koyalim. Kv kii-

1
mesinin D nin 0(E,E')~kapalyr bir alt-kﬁmeii’gldugu agiktir. Gaye-
miz {KV/VGD} ailesinin sonlu arakesit Szellipgine sahip olduBunu
gbstermektir, Yani, her sonlu dizi vl,...,vnéD igin, KV‘n Lo 1
Kv, # ¢ oldugunu gostermek istiyoruz. Bunun igin, vl,...,vnéD ala-
lim ve F = span {vl,...,vn} [{vl...vn} nin dogurdugu alt—uzay]
“koyalim. f, E nin bir sonlu-boyutlu alt uzayidir, D kiimesi agik

oldugu icin, Onerme I11.2.4/2 ye gire, BF(FnD) = FnyD dir,

Simdi, JptFaB dogal gimme ve J;:E'+F' onun adjointu olsun,

Ar=J§AJF koyalim. A operat8rii D {izerinde monoton, sonlu-siirekli;
ve JF ve J; operatérleri de, kargilikli olarak, g(E,E') ve o(E',E)
topolojileri ig¢in siirekli, olduklarindan, AFzﬁnF4F' monoton ve Si-

reklidir, Varsayim gerepi,
¥y eaF(FnD), <AF(U)’U>F',F > 0

dir. Ayrica, FnD kiimesi F nin agik ve sinirli ve sifir: igeren bir
kimesidir. O halde, Onerme II1.2.2. ye gbre, en az bir uFC;FnD

i¢in,
- (L)
AF(UF) = 0

dir. (I) egitligini uy ile, ve her 1 < i <m igin, v, ile garpar-
sak,
_ * LU > = <A{u_),u_> =0 (IT
<AF(UF)’uF>F|,F = <JFAJF(UF) Ub F',F F* oYy E',E ( )

ve
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<A (u . > = *
I*( F)’Vl F',F = <JFAJF(UF)’Vi> = <A(UF)'vi>

. p=0 (I1D)

E 1

buluruz. A operatdrii D iizerinde monotondur; o halde, her v,
1 S i‘fn’ igin,

<A(uF) - A(vi), uF-vi>E',E > 0 (IV)

dir. (IV) acar, (II) ve (III) d kullanirsak,

¥ i=1,2,...,n, < A(uF), up - vi>E'sE >0

bul?ruz ki, bu da, up€ Ky, n...nK, demekrir. Bdylece {KV/VEDJ ai-
lesinin sonlu arakesit dzellifine sahip oldugunu gostermig olduk.
Kv kiimeleri O(E,E')~kapal1, Kv c D ve D de 0(E,E'")-t1k1iz oldupu

igin, iyi bilinen bir topeleji teoremine gbre, (YK, # ¢ dir.

u € MK, olsun. Her veD igin, u ek dir. 0 hald\e“,iD
[s} Q v
vED
¥ veD, < A(v), V-uo>E',E >0 (V)

dir, Eger u €D igse, D agik oldupundan, D kiimesi u da emicidir.
"Ayrica, A operatdri de D dzerinde sonlu siirekli oldugu igin, v da
radial-sireklidir. 0 halde, quD igse, (V) egitsizlipgi, Onerme
IIT.2,1., re gbre, A(uo) =z 0 olmasini gerektirir ve ispat biter.
Simdi, ispat: bitirmek ig¢in, gercgekten ugéD oldupunu gdsterelim,

u €D ve D de biiziilebilir, ac¢ik bir kime oldupundan, her 0<e<l igin

Euoé D dir. (V) de v = €u alirsak
- > 0
<A(Cuo)’ £Y, u0>E',E -
ve, € < 1 oldugfu ig¢in de,
- < VI
(A(Luo)’ u0>E|'E < O ( )

buluruz. (vI) da, € - 1- yapar ve A nin D lizerinde sonlu-siirekli

oldugunu kullanirsak,

< 0
<A(uo)’uo>E',E <
<A(u), u>_, > 0 oldu-

buluruz, Varsay:im geregi, her ueD igin, -

gundan, yukaridaki egitsizlik uoeD oldufunu verir, O halde, ueb

ve A(u ) = 0 dir.//
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Elﬁgl: 1) D kimesinin O(E'E')“kapall olugu, Tanim IIL.2.3. den

sonra verilen Ornek 2) de gordiigiimiz gibi, D nin konveks olmasini

perektirmez.

2) D kiimesinin agik ve D nin de O(E,E')-tikiz olugunun

(E, Il 11) uzayinin refleksif olmasin: gerektirdigini burada belir-
telim,

TANIM II11.2.5- D € X bir kiime olsun. Eper, X sin her sonlu-boyutlu

alt uzayi F igin, DnF kiimesi F de agik ise, D ye "sonlu-agik'etxr,
denir.

Her agik kiime sonlu-agiktir; kargiti dogru degildir. Eper
b ¢ X sonlu-agik ve F de, X sin sonlu-boyutlu bir alt uzayi ise,
BF(DnF) € FnoD dir., Zira

__.F — -
BF(DnF) = DnF" \ (DnF) = Fn DnF \ (DnF) € DnF N\ (Da¥)
-~ - 0
= (D \D)nF € (D \ D) nF = FndD dir.//
Efier A operatdri D den E' ne O(E,E")~0(E',E) siirekli ise,
Teorem IT71.2,1, de D iizerine koydufumuz varsayimlari zayiflatabil-
digimiz gibi A nin da monotonlufunu kaldirabiliriz. Bu da gimdi

verecefimiz teoremin iddiasidar.

TEQREM I11.2.2.- D ¢ E sifiri igeren sonlu-agik bir kiime ve

A:D » E' O(E,E')~0(E',E) silirekli bir operatidr olsun. Efer,

D O(E,E')-tik1z ve her uedD igin, <A(u),u>E, E > 0 ise, en az

bir u& D igin, A(uo) = 0 dir.

1SPAT: T ile E nin biitiin sonlu-boyutlu alt uzaylarinin kimesini
gsterelim. Her Fe¥F igin JF ve J; Teorem 111.2.1. rin ispatinda=

ki gibi olsunlar. AF = J;AJF koyalim. AF:DnF + F' siirekli bir

operatdrdir, zira A g(E,E')~0(E',E) silireklidir. Ayrica, her uedD

igin <A(u),u>p, 5 2 0 ve BF(DnF) ¢ FndD oldugundan,

¥V u eaF(DnF), <AF(U)’U>F',F > 0

dir. 0 halde, Onerme II1I.2 ye gdre, en az bir u_€DnF igin

- (1)
AF(UF) =0
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dir. {UF}Féqi € D ve D de O(E,E')~t1k1z oldufu igin, bu afin, yine

aynl notasyon ile gisterecegimiz, O(E,E")-yakinsak bir alt ag:
o _ 1yN_1 3 -, . =
vardir. u =0(E,E')-1lim up olsun. v e D dir; zira, D O(E,E')-kapa-
lidar. $imdi, veE alalim, v yi igeren F¢¥ ler vardir, Srnegin
FO = span(v). Her Fe¥, F > F igin, (I) den,
<A = *
F(UF)’V>F',F T <JpAJplul),v>

= <A(uF).v>, =0 (1D)

F',F E',E

dir. O halde, A nin D iizerinde O(E,E')-0(E',E) siirekli oldupu kul-
lanir ve (II) de limite gegersek,

Alug),vop, p = 0 (I111)

buluruz. (ITI) egitligi her v¢E igin gegerli oldugundan, Afu) =0

dir. Her uesD igin, <A(u),u> > 0 oldufundan, uo¢:3D dir. O

E',E
halde, uJaD ve A(uy) = 0 dar.//

Teorem IIT.2,2, de, Teorem TII1.2.1. gibi, Onerme 111.2.2,.
nin bir genellemesidir. Burada sunu da belirtelim ki, pratikte,
O(E,E')-0(E',E) siirekli operatdrlere rastlamak zordur; monoton ve
radial siirekli operatérler ise sik sik rastlanan operatdrlerden-
+dir. Ornegin, Nemickii operatdrleri [Vainberg,l, s: 150 ve sonra-
kiler], [Krasnoselski, I, s: 33 ve sonrakiler] igin bu Szellikleri

incelemek zor degildir.//

Onerme 1I11.2.3. iin bir benzerini Hilbert uzaylari igin ver-
mek miimkiindiir. Daha genel olarak, (E,!l !!|) kendisi ve diali ke-
sin-konveks olan bir refleksif B8nach uzayi ve J¢:E+E' ag(g,e') -
O(E,E') siirekli bir dialite operatdri olsun. - Jrmegin E-QP,
l<p< = = [Gnerme I7.1.9 a baklnlz]. Teorem IIT.2. de A yerine
A'-.]d veya Jd-A olarak, agapidaki, bir gegit sabit nokta teoremi

nitelipinde olan, Onermeyi bulunuz.

ONERME 1II.2.6- E ve Jy yukarida izah edildifi gibi; A ve D ise

Teorem ITI.2.2. deki gibi olsunlar. Efer, D o(E,E')-tikiz ve aga-

pidaki kogullardan herhangi bir

a) ¥ uedD, <A(u),u>E. E > ¢(1tulldltull

by ¥ wed, <A(w),uwy, g > eULulDTul

c) 2D baplantilidir ve her uédD igin, <A(“)’“>Er.g #

¢(Ilu|l)lluli.
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saglaniyor ise, en az bir uoeD i¢in, A(u )-J¢(u ydir.//
) )

Efer, A operatdril biitiin uzay E ilizerinde tanimli veya daha

genel olarak, D yi iceren ve her noktasinda emici olan bir D' kii-

mesi Uzerinde tanimli ise, agagidaki, goriinligin aksine, varsayim-
larinin saflanmasi nispeten kolay olan, teoremi buluruz. Bu teo-
remde E bir refleksif Banach uzayi, Dm=B (0) ve D'-B ,(0) (r'>r)
olarak diiglintildigiinde varsayimlarin ne 1fade ettlklerl daha agikga
gbritlebilmektedir,

" =a
TEOREM III1.2.3- D ¢ D ¢ D'¢E olan iki kiime ve A:D'+E' bir opera-

tdr, olsunlar. Eger, agagidaki kogullar

1) 0eD, D sonlu-agik, p? O(E,E'")-t1kiz ve D' her UJ:D' da

emicidir.

2) A operatdrii D' {izerinde monoton, radial-siirekli ve her
ugdDd iginm,

<A(u),u> > 0 dair.

E',E
saglaniyor ise, en az bir uJEBc igin, A(u ) = 0 dir,
[0

1SPAT: D' kiimesi her u_ € D' da emici ve A da D' {izerinde monoton

ve radial stirekli oldugu ig¢in, Onerme II1.2.5. e gbre, A operatdri
D' ilizerinde sonlu-siireklidir. Dipger taraftan, D sonlu~agik oldu-
gundan, E nin her sonlu-boyutlu alt uzayl F i¢in, SF(DnF) < FndD
dir. 0 halde, her ve¢D' igin, K _{ueD [<A(v),v- ury K > 0} korsak,
Teorem ITII1.2.1. rin ispatinda oldugu gibi, {k /veD } ailesinin son-
lu arakesit Szelligine sahip bir aile oldugunu buluruz. D° o(E,E")
tikiz, Kv c D ve her Kv G(E,E")-kapalr oldugu igin, NK, # ¢ dir,

. . veD'
u g (] K olsun, Kv lerin tanmimi gerefl,

Vi
vVéeD

¥ oveD', <A(v), veu g g 20

dir. D' kiimesi u_ da emici ve A da u, da radial sirekli oldugu
o . =0
icin, Onerme III.2.1. re gbre, A(ug) = 0 dir. O halde, quD ve

A(uo) = 0 dar.//

GRNEK: Yukaridaki teoremin basit bir uygulamasi igin g8yle bir Or-

nege bakalim: (E,!l 11) bir refleksif Banach uzayi, A:E —E' mono-

ton h-siirekli olanm bir operatdr ve f€E' verilmig bir eleman olsun.
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Efer agagidaki kogullardan,

ay R > 0: ltull

= R = <A(u)—f’U>E',E > 0
b) R > 0: ltull = R = <A(u)-f,u>_, < 0
E',E
¢) R > 0: tlull = R =% <A(u)-f,u>E, £ # 0 (burada dim E>1

kabul ediyoruz)

d) R > 0: llull > R = <A(u)-f,u>_, < 0
E',E
herhangi biri saglaniyor ise, en az bir uOEE, 1Iu0l|$ R, igin,
A(uo) = f dir., Bunun dofrulufunu gbrmek igin, Teorem I1I.,2.3. de,

D = {uekE/llult< R} ve D' =f almak yeterlidir, Ayrica, A kesin-mono-

ton ise, A(uo) = f egitligini saglayan ug tekdir,//

BIR SABIT NOKTA TEOREMI

Rothe ait eski(l937) bir sabit nokta teoreminin ifadesi §8y-
ledir (J.7T.Schwartz,I, s:96), (Smatrt, s:27).

' TEOREM (Rothe): (E,I! 11) Bir Banach uzayi, D £ E agik, sinirli ve

konveks bir kiime, ve A:D + E siirekli ve tikiz [A(B) nin kapanigu

tlklzdlrj bir operatsr olsun. Efer, A(3D) € D ise, en az bir uoéD
dir.

u dir.//

igin, A(uo)

Burada yapmak istedigimiz gudur: Rothe teoreminde 'konveks'
kogulu yerine 'biiziilebilir' kogulunu koyarsak teoremin yine geger-
liligini korudupunu gdstermektir. Biiziilebilirlik kavrami konveks-
1ipgi kapsadigindan, elde edecegimiz sonugla Rothe teoremini genel-~

legtirmig oluyoruz.

Agagidaki Snerme lves,R.T. ye aiteir. [Tan1m I11.2.3. den

sonra verilen kaynaklar].

ONERME I1I1.2.7- (X,7) herhangi bir Hausdorff topolojik vectdr uza-

yi, DgX bir biiziilebilir kiime ve p de D nin Minkowskl fonksiyoneli

olsun. Bu durumda, p slireklidir ve

D = {uex/p(u)<i} € D ¢ {ueX/p(u) < 1} = D

dir.
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lﬁﬁﬁl‘ Minkowski fo“ksiYOnelinin tanimi gerefi, her ueX igin,
p(u) = inflt>0/ueLd} dir. D bir buzilebilir kime oldupu igin si~

firin bir komgulugudur. Herhangi bir topolojik vektdr uzayinda si-
firin her komgulugu emici olan bagka bir k0m§uluk.i§erir. 0 halde,

D emici ve p sonludur. Ayrica, tanimdan agirkga gdriildiigi gibi, p
pozitif-homojendir, ve

Q
D ¢ {u€X/p(u)<l} € D € {ueX/p(u) < 1} ¢ D (D)

dir.

p nin X dzerinde siirekli oldugunu géstermek igin p nin X
iizerinde istten yari slirekli ve alttan yary sirekli oldugunu gis-
termek yeterlidir, p pozitif-homojen oldugu igin, p nin alttan ya-
ri-sirekli olugu {ueX/p{(u)<l} kiimesinin agik oluguna; p nin istten
yari sirekli olugu ise {ueX/p(u) < 1} kilmesinin kapali oluguna eg-
degerdirler. O halde, (I) bagintisina gére, p nin alttan yari-sii-
rekli olugu D = {ueX/p(u)<l} oluguna; ve p nin iistten yari-sirekli
olugu ise, D = {ueX/p(u) ¥ 1} oluguna, egdeferdirler. Sonug olarak,

0 -
p nin siirekli oldupunu gdstermek igin, D = {ueX/p{u)<l} ve D

{ueXx/p(u) < 1} olduklarini gistermek yeterlidir.

B « {uéeX/p(u)<l} oldugunu gdsterelim. Bunun igin, uéX ve
p(u) < 1 olsun. € = max {%, p(u)} alalim. 0 <gc<1l ve p pozitif ho-
mejen oldugu igin, p(%) = % p(u) < 1 ve dolayisiyla, (I) e glre,
% €D dir. D buzilebilir oldugu i¢in €D ¢ 8 ve ued dir. 0 halde

B = [ueX/p(u)<l} dir.

D = {veX/p(u) < 1} oldupunu gésterelim. Bunun igin ued ve
N o 1 _
r=p{u) olsun. Efer r > 1 olmug olsa 1da, p(ii) = ;: p(u) =vyr > 1
r r
.. u 1 =
ve D biiziilebilir oldupu igin de — ¢ — D¢ D olurdu. Oysa,
vyt /r

8 _ {ueX/p(u) < 1) dir. 0 halde, p(==) < 1 dir. Bu geligkiden,
p(u) = r < 1 ve ue{ueX/p{u) < 1} bu Gruz. Biylece D={u X/p{u)<l}

oldugu goriilmig olur ve ispat biter.//

UYARI: (X,t) bir Hausdorff topolojik vector uzayr, V ¢ X sifirin

bir komgulupu ve p de V nin Minkowski fonksiyoneli olsun, Eper, V

konveks degil ise, V nin sifirin bir komgulugu olugu p nin siirekli

olmasi icin yeterli degildir. Zira, yukaridaki Snermenin ispatin-

dan anlagildig: gibi, p nin siirekli olmasi igin gerek ve yeter ko-

sul V nin bir biiziilebilir kiime olmasidir.
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TEOREM T11.2.4- (E.1l t1) bir Banach uzayi, D ¢ X bir agik, sinir-

l1 ve biizlilebilir kiime ve A:D -+ E bir sirekli ve tikiz operatdr,

olsunlar. Efer A(dD) € D ise, en az bir ueD igin, ACu ) = u_ dar.
‘ o o

JSPAT: p, D nin Minkowski fonksiyoneli olsun. D bir biiziilebilir
kime oldugu igin, Onerme III.2.7. ye gdére, p, X lzerinde, siirekli-
dir. Ayrica, yine ayni Snermeye gdre, ugD olmasi igin gerek ve ye-
ter kogul p(u) < 1 olmasij; ve ue€dD olmasz igin de gerek ve yeter
kogul p(u) = 1 olmasidir.

Her ueE igin, q{u) = max{p(u),1} koyalim. q:E+[1,+wf bir
siirekli fonksiyondur ve q{u) = 1 01m331 i¢in gerek ve yeter kogul
ueD olmasidir, Her uéE igin, $(u) = ( ) koyalim. $:E-f siirekli-
dir. ®(E) ¢ D dir, ve her ueD igin, ¢(u) = u dir. Bagka bir deyim
ile, D kiimesi E nin bir daralmigyr (retract) ve ¢ de E nin bir da-
raltmasi (retraction) dir. A operatdrii slirekli ve tikiz ve 9 de
siirekli oldugu ig¢in, Aod operatdri E den E ye siirekli ve tikizd:rr.
B, A(D) ve D yi igeren, E nin bir kapali yuvari olsun. - A(D) ve D
sinirli olduklarindan, bdyle bir yuvar vardir - Schauder sabit
nokta teoremine gdre, en az bir v € B igin, (Ao¢)(u0)=u0 dir,

. Simdi, uoeD oldufunu gérelim. Bunun igin uoeaD ve u_ & D halleri-

nin imkansi1z oldugunu géstermek yeterlidir.

1) EZer uoe3D olmug olsa idi, varsayim geregi, A(dUD) ¢ D,
ve ¢(u0) = u, oldugu igin, (Aoﬁ)(uo) = A(uo) = uDéD olurdu. Qysa
D agik oldupgu igin, DndD = ¢ dir. O halde, u_¢ 3D hali imkansiz-

dir.
2) EgerlJ £€D olmug olsa idi, p(u ) > 1, q(u ) = p(u ) ve
¢(u ) = nTEET olurdu. p pozitif-homojen oldugu igin, p(@(u ) =
P
&)
P(_T_—T) = 1 dir. Bu ise @(u Y¢3D olmasini gerektirir. Bu da,
p(u

A(3D) ¢ D oldugundan, u eD olmasinit gerektirir ki bu bir geligki-
dir. O halde, u_ &D hall de imkansizdir.

¢ 3D ve u, & D halleri imkansiz olduguna glre, u & D
dir. Ama, quD 1gxn, ¢(u0)-uo dir. 0 halde, ug ED ve A(u } = u

dir.//

[s]
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SONUC

Bu galigmada yapilanlari ve bunlar ile diigiincelerimizi gdy-

le bzetliyebiliriz:

BOLUM I bir sentez galigmasidir. Burada Banach uzaylarinin
geometrisi ve lineer olmayan operatdrler teorisi ile ilgili, g¢a-

ligmami1z igin gerekli olan, bilgiler toplanmigtar.

KISIM I1.1 de diialite operatidrleri genellegtirilmig ve bu
operatdrlerin gegitli “zellikleri incelenmigtir. Burada yapalan
galigma dialite operatdrlerini genellegtirdigi gibi, ayni zamanda
da, diialite operatdrlerine Bishop~Phelps teoreminden itibaren yeni
‘bir yaklagimdir. Dilalite operatdrlerinin gegitli uygulamasi vardir
[Browder 2,3], [Fucik et al] [Lions, IJ, [Vainberg, 2]. Bu uygula-

malarda, lizerinde ¢aligilan uzay, genellikle bir refleksif Banach

uzaylr — ¢ogu zaman, bir Sobolev uzayi - dir. Oysa:j ligeersiz;igi
” . n - d = U .
'kuvvetli' olan [}rnegln, A(u) = - 7T Eg_ 311 e(axi) + ue gl-
: i=1 9%p 9%

bi] operatdrler ilizerine yapilan galigmalar [Donaltson, I, s: 507-
528], [Fougéres, I, s: 763-65]. Bu tip operatidrlere bafli olarak
verilen esitlik ve egitsizliklerin ¢dziimin bir Sobolev-Orlicz uza-
yinin ikinci dialinde oldugunu gdstermigtir. Cenellegtirilmig diia-
lite operatdrlerinin lineersizligi kuvvetli olan operatdrlerin 1in-

celenmesinde yararli olabilecegi kanisindayiz.

K1SIM II.2 de refleksif Banmach uzaylarinda, herhangi bir
ID-operatsrii T ve bir kapali konveks kiime K dan hareketle, T-izdi-
gim diye adlandirdifimiz bir u+ku£ K operatdrii tanmimlanmig ve bu

operatdriin klasik izdiiglm operatdriiniin temel szelliklerine sahip

oldugu gbsterilmigtir.

Bilindigi gibi ([Edelstein, I, s:375-37?], [Baranger, I,
s:380, Teorem 1 ve 2], [ﬁkland, I, s: 466, Corollary, 12])(E’|||')
. s
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bir diizgiin~konveks Banach uzayi, K& E da bir kapali-ama konveks
olmayan- kime ise, izdiigiim operatdril u=p

K" biitiin uzay tizerinde ta-
nimla degildir [PK

Bln tanim alan: E ni bir yogun Cs—kumbbldlrj

T-izdigtim kavramini tanimlamakta, baglangigta, gayemiz 'dizgiin-

konveks Banach uzaylarinda, konveks olmayan kapali kiimeler icin,

klasik izdigim operatoruuun yerine kullanilabilecek, bir izdligilim
kavrami tanimlamak' 1d1. Bu ydnde ugragilarimiz bunun yapilabilme-

sinin agagidaki sorunun ¢éziimiine bagly oldugunu gésterdi.

SORU: (E,T) bir yerel konveks topolojik vektsr uzayi, Ke¢E bir ti-~

ki1z kime ve T:K+E' bir siirekli operatsér olsun.

< -
¥ vek, T(uo), ug V>E',E <0

varyasyonel egitsizligini saglayan bir u&'K var midir?

Burada hemen belirtelim ki, efer K konveks ise, boylesi bir
u, rin varlig: bilinmektedir [Browder, 4, s: 286, Tecrenm 3].
sorunun ¢Oziimi, ki bunun ne 8lglide miimkiin olacafini bilmiyoruz,
konveks olmayan optimizasyon teorisinde &nemli olacapi diigiincesin-

deyiz. Kanimizca, T-izdliglim kavramindan bu yénde yararlanilabilir.

KISIM I11.1 de M-tipi operatdrlere bagli olarak verilen
varyasyonel egitsizliklerin ¢8zimiinlin varligy gésterilmigtir, Bu
tip operatdrler daha dnce H.Brezis [Brezis, I] tarafindan incelen-
mig ve bu tip operatdrler ile verilen egitliklerin g¢dzlminiin var-
l1gr gdsterilmigtir. Burada yapilanlar, Kisim II.2 nin bir uygula-
mas1 oldufu gibi, bir &lgiide de, Brezis'in bu galigmasini tamamla-

maktadar.

KISIM I11.2 de, Banach uzaylarinda, A(u) = f denkleminin
¢bzilimliniin varligy lizerine bir dizi Onerme ve teorem ispatlanmig-
tir. Bunlar i¢inde, kanimizca, en iyileri Onerme ITII.2.1, IIL.2.5,
Teorem ITI.2.1.,, IIT1.2.2., I11.2.3., I11.2.4. dir, Teorem II1.2.4.
bir sabit nokta teoremidir. Bu teorem Rothe'in sabit nokta teore-
minin biiziilebilir kiimeler igin de gegerli olduBunu gistermektedir.
Ayrica, burada yapilanlarin piiziilebilir kiimelerin de konveks kiime-
ler gibi 6nemli bir sinaf olugturdufunu gbosterdigi kanisindayiz,

Snerme ITI.2.4. ve I111.2.7. de gordik ki konveks kilmelerin baza

Snemli Gzellikleri bilziilebilir kimeler igin de dogrudur. §iphesiz,
biiziilebilir kimelerin bitiin ézellikleri bunlar degildir; konveks
kiimelerin diger Szelliklerinin hangi 8lgiide biizilebilir kiimeler

igin de gegerll oldugunun 1ncelenme51n1n yararll olacagi digince-
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