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tl Z E T 

Bu call$manln amaCl, dUz1emin k1Smen konform olan kuvazikonform homeo
morfizma1arl i1e i1gi1i bazl sonuclar1, dUz1emin klsmen analitik olan kuvazi
meromorf fonksiyon1arlna gene11e$tirmektir. 

Burada sunu1an ca1l$ma Uc bo1Umden olU$maktadlr. Birinci bo1Umde, ku
vazikonform tasvir1erin tanlml ve bazl teme1 oze11ik1eri veri1mi$tir. ikinci 
bo1Umde, dUz1eme kuvazikonform genis1emesi olan ya11nkat fonksiyon1ar i1e i1gi1i 
ekstrema1 prob1emlerin cozUmUnde ku11an1lan ve Majorant prensibi olarak bi1inen 
bir genel esitsiz1ikten klsaca bahsedi1mis, UcUncU bolUmde kul1an1lan bazl no
tasyon ve kavramlar verilmistir. 

Bu callsmanln ozgUn klsm1nl olusturan UcUncU bolUmde, 
1. geni$letilmi$ dUzlemin, Izl > 1 bolgesine klsltlamasl meromorf olan, 

lim(f(z)-zP) = 0, p s N, normalizasyonunu gercek1iyen, f(z) ~ 00 degerini ya1nlz 
Z-7<X> p 
Z = 00 noktaslnda alan k-kuvazimeromorf f fonksiyonlarl sln1fl, Lk' gozonUne 
a11narak, 

a) Lk Sln1fl fonksiyonlar1 icin, Faber polinomlar1 cinsinden bir goste
rili$ teoremi (ayr1l1$ teoremi) ispatlanm1$, 

b) f(z) fonksiyonunu ~ = fz/fz kompleks di1atasyonu cinsinden ifade 
eden bir gosterili$ formU1U C1kar11mlS, 

c) bu formUl ku1lan1larak, k + 0 icin, f(z), If(O)1 ve f fonksiyonpnun 
kuvvet serisi katsaY1lan lanl icin kesin asimtotik tahminler bu1unmu$, 

d) gosterili$ teoremi kullan1larak, f fonksiyonunun la, I katsaYls1 icin 
asimtotik olmayan (her k, O<k<l, icin gecer1i olan) bir kesin Ust 
S1 n1 r bul unmU$, 

e) gosterili$ formU1U kul1an11arak, f(z) fonksiyonunun ~ kompleks di1a
tasyonuna analitik bag1l11g1 ince1enmis ve buna dayanarak, ilk defa 
A1enicyn taraflndan veri1en Alan teoreminin yeni bir ispat1 veri1mis, 

f) kuvazikonform homeomorfizmalar icin veri1en Majorant prensibinin bir 
gene11estiri1mesi veri1mi$tir. 

2. Genis1eti1mis dUz1emin,Izi < 1 dairesinde ana1itik olan, z~ 0 icin 
f(z) = zP + O(ZP+l) norma1izasyonunu gercekleyen, f(z) = 0,00 degerini yaln1z, 
slras1yla, z = 0,00 noktalannda alan f k-kuvazimeromorf fonksiyonlan, S~(oo), 
sln1fl gozonUne al1narak, 

a) Sk(oo) SlOlfl fonksiyonlan ic;in, bir gosterili$ teoremi ispatlanmlS, 
b) bu gosterili$ teoremi kullanllarak, f fonksiyonunun Ibp+

1 
I kuvvet 

serisi katsaY1s1 icin bir kesin tahmin bulunmustur. 

Ayrlca. bu call$mada baZl ilginc aClk problemlerde ortaya clkmlS. bun
lardan ikisi tanlm1anarak, cal1sman1n sonunda sunulmU$tur. 
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GiRts 

Kuvazikonform tasvirler teorisi tam ell; yaSlndadlr. Kuvaz;

konform tasvir tanlml ilk defa Herbert Grotzsch [7J taraflndan diffeo

morfizmalar iein verilmistir. Bir diffeomorfizma sonsuz kUcUk bir 

daireyi sonsuz kUcUk bir elipse tasvir eder. Tasvir elipslerinin ek

senlerinin oranl dUzgUn 51n1r11 ise ta5vir kuvazikonformdur. Aynl 

s1n1f fonksiyonlar 1935 Yl11nda M.A. Lavrentief [8J taraflndan, fakat 

klsm' tUrevli difetensiyel denklemler aels1ndan incelenmistir. Kuvazi

konform tasvirlerin konform tasvirlerin bir'genellestirilmesi olarak 

ele allnmasl, kendi icinde ilginc olan pek eok ekstremal problemin in

celenmesine yol aemlstlr. Kuvazikonform diffeomorfizmalar S1n1f1n1n 

kompakt olmamasl, bunun problemlerin cozUmUnde saklnca olusturmasl ne

deniyle, kuvazikonformluk tanlml daha sonra homeomorfizmalar icin 

genisletilmistir. 

Kuvazikonform tasvirlerin, yeniden yen; bir arast,rma sahasl ola

I~ak dogusunu Oswald TeichmUller [22J in 1939 Yl11nda yaYlnlad191 UnlU 

callsmaslna borcluyuz. TeichmUller gostermistir ki; kuvazikonform tas

vir;n ekstremal problemi, Riemann yUzeylerine uygulandlglnda, yUzey 
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Uzerindeki holomorf kuadratik diferensiyeller ile slk, iliskilidir. Boy-

lece, konform olmayan tasvirlerle i1gi1; bir problem holomorf diferen-

s;yeller cinsinden ifade edilebilen bir cozUme ulasmaktadlr. Aynl 

~al1smada TeichmUller, daha sonra TeichmUller uzaylan teorisi olarak 

adlandlrllan teorinin temelin; atmlstlr. Kuvazikonform tasvirler teo-

risinin, Riemann yUzeyleri g TeichmUller uzaylarl, Fuchsian ve Kleinian 

gruplara kadar varan dogrultusundaki gelisiminin temelin; TeichmUller'in 

bu ve daha sonraki c;:allsmalan olusturmaktadlr [23 9 24J. 

DUzlemdeki kuvazikonform tasvirler teorisine, n-boyutlu Reel uzayda 

karSl11k clan, kuvaziregUler tasvirler teorisi olarak bilinen, ilgin~ 

a~lk problemlerle dalu bir teari vard,r. Bu teorinin kurulmasl F. Gehring 

ve J, VMistil~enin ~al1smalarl ile olmustur denilebilirl ). Klsa bir zaman 

once, S, Rickmann kuvaziregUler tasVirler i~in de~er da~111ml teorisini 

kurmaYl basarnn$~ Picard teoreminin kuvaziregUler tasvirler i~in bir 

genellestirilmesini ispatlam1stlr [17,18,19,20 J. 

DUzlemin klsmen konform olan kuvazikonform homeomorfizmalarl son 

Yl11arda bUyUk bir i1gi gormUstUr. Bunun basl1ca iki nedeni vardlr. 

Birincisi~ bu tasvirler TeichmUller uzaylarlna yen; bir tanlm getirmek-

tedir. Bu tanlmln getirdi0i pek ~ok problem L. Ahlfors [lJ ve O. Lehto [11 

taraflndan sistemli bir sekilde incelenmistir. ikinci olarak, bu tasvirler 

yallnkat fonksiyonlar teorisine~ dUzleme kuvazikonform genislemesi olan 

yallnkat fonksiyonlar a~lslndan ~nemli gelismeler getirmistir. Callsma-

larda basllca iki Slnlf g~zonUne allnmlstlr: 

1) F. Gehring ve J. v&is&18'n~n listelenmesi gug olacak pek gok gal~§mas~ 
vardlr. Ancak, [26J No.lu kaynak bu gall§malarln derlenmesinden olu
§an bir kitaptlr. 
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1: S~n~h; IZI > 1 bolgesinde yallnkat meromorf olan, 

lim(f(z) ~ z) = 0 ile normalize edilmis f fonksiyonlarl slnlfl, 
Z-l«> 

S S:J.n~f~: Izl < 1 dairesinde yallnkat ve holomorf alan, 

f(O) =: 0, f' (0) ~ ile normalize edilmis f fonksiyonlarl slnlfi. 

Her iki halde de, fonksiyonlarln genisletilmis dUzleme bir kuvazikon-

form genislemesinin var oldugu kabul edilmistir. Geometrik aeldan bu 

su demektir: GozonUne allnan fonksiyonlar, birim daireyi kuvazikonform 

egri denilen bir egri ile slmrlanmlS bir bolgeye tasvir eder. Bir 

kuvazikonform egri, bir eemberin dUzlemin bir kuvazikonform homeomor-

fizmaSl ile tasviri olarak tanlmlanlr. Tersine, f fonksiyonu, birim 

daireyi bir kuvazikonform egri ile slnlrlanmlS bir bolgeye tasvir eden 

bir yallnkat fonksiyon ise, f dUzleme kuvazikonform olarak genisletile-

bilir. 

Yallnkat fonksiyonlar ile ilgili pekcok ekstremal problem, dUzleme 

kuvazikonfot'm genislemesi olan yal-inkat fonksiyonlar iein incelenmis, 

kuvazikonform genislemenin varllg1nln, ekstremallerin ozellikleri Uze-

rinde bUyUk etkisi oldugu gorUlmUstUr, 

DUzlemde kuvazikonform fonksiyonlar izole noktalar dlSlnda yerel 

kuvazikonform homeomorfizmalard1r. Bu nedenle, kuvazikonform fonksiyon-

lar kuvazikonform homeomorfizmalarln temel ozelliklerini taSlrlar. 

DUzlemin klsmen analitik olan kuvazimeromorf fonksiyonlarl 

Uzerinde ilk eall$ma Alenicyn [2J taraflndan yap11m1stlr. Alenicyn bu 

fonksiyonslnlflna ait bir Alan teoremi ispatlam1stlr. 
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Burada sunulan callsma Ue bolUmden olusmaktadlr. Birinci bolUmde, 

kuvazikonform tasvirlerin tanlml ve bazl temel ozellikleri verilmistir. 

lkinci bolUmde, dUzleme kuvazikonform genislemesi olan yallnkat fonksi

yonlar ile 119;li ekstremal problemlerin eozUmUnde kullanllan ve Majorant 

prensibi olarak bilinen bir genel esitsizlikten klsaca bahsedilmis, UcUncU 

bolUmde kullanllan bazl notasyon ve kavramlar verilmistir. 

OeUncU bolUm bu callsmanln ozgUn klsmlnl olusturmakta olup» 1975 

Yl11ndanber; Uzerinde callsmakta oldugum, dUzlemin klsmen analitik olan 

kuvazimeromorf fonksiyonlan ile ilgili,bugUne kadar elde etmis oldu§um 

sonuelardan olusmaktadlr, Amac, dUzlemin klsmen konform olan kuvazikon-

form homeomorfizmalarl ile i1gi1; baZl sonuclarl, dUzlemin klsmen anali

tik olan kuvazimeromorf fonksiyonlarlna genellestirmektir. Bu bolUmde 

basllca iki fonksiyon Slnlfl incelenmistir. 

1. Genisletilmis dUzlemin, \z\ > 1 bolgesine klsltlamasl 

meromorf olan, lim(f(z) -z~ = 0, P € N, normalizasyonunu gercekliyen, 
z~ 

f(z) = 00 de~erini ya1n1z Z = 00 noktaslnda alan k-kuvazimeromorf f 

fonksiyonlarl slnlfl, ~p 
k 

gozonUne al1narak, 

a) Lk slnlfl fonksiyonlarl icin, Faber polinomlarl cinsinden 

bir gosterilis teore~ (ayrl11$ teoremi) ispatlanmlS, 

b) f(z) fonksiyonunu w = fz/fz kompleks dilatasyonu cinsinden 

ifade eden bir gosterilis formU1U Clkarllm1S, 
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c) bu forrnUl kullanllarak~ k -+ 0 icin, f(z) , ! f(O) I ve 

f fonksiyonunun kuvvet serisi katsaYllan lanl icin 

kesin asimtotik tahminler bulunmus, 

d) g~sterilis teoremi kullanllarak, f fonksiyonunun I all 

katsaYlSl iein asimtotik olmayan(her k, 0 < k < 1, icin 

gecerli olan) bir kesin Ust Slnlr bulunmu$, 

e) gosterilis formU1U kullanllarak, f(z) fonksiyonunun ~ 

kompleks dilatasyonuna analitik bagllllg1 incelenmis ve buna 

dayanarak 9 ilk defa Alenicyn tara:lhndan verilen Alan teorem;

nin yeni bir ispatl verilmis, 

f) kuvazikonform homeomorfizmalar lein verilen Majorant prensi

binin bir genellestirilmesi verilmistir. 

2. Genisletilrnis dUzlemin, Izi < 1 dairesinde analitik olan, 

z -+ 0 icin f(z) = zP + O(zP+l) normalizasyonunu gercekleyen, f(z) = 0,00 

degerini yalnlz, slraslyla 9 z = 0,00 noktalarlnda alan f k-kuvazime

romorf fonksiyonlarl. Sk(oo) , sln,fl g~zonUne allnarak, 

a) S~(oo) sln,f, fonksiyonlarl iein, bir gosteri1is ~eorem; 

ispatlanmlS, 

b) bu gosterilis teoremi kullanl1arak. f fonksiyonunun \bP+1 I 
kuvvet serisi katsaYls1 icin bir kesin tahmin bulunmustur. 

Aynca g bu cal1smada baz1 ilgine aClk problemler de ortaya C1kmlS. 

bunlardan ikisi tan1mlanarak, eallsmanln sonunda sunulmustur. 



I. KUVAZ1KONFORM TASV1RLER 

Bu bolUmde kuvazikonform tasvirlerin tanlml ve baZl temel oze1-

likleri verilecektir. 

Kuvazikonform tasvir tanlml, ilk defa 1928 Yl11nda Herbert 

Grotzsch [6J taraflndan diffeomorfizmalar icin verilmistir. Bu nedenle, 

asaglda ilk once Grotzsch slnlfl kuvazikonform tasvirlerin (kuvazikon-

form diffeomorfizmalarln) tanlml verilecektir. 

1.1. KuvazikonformDiffeomorfizmalar 
>8 ,*,_ 

f fonksiyonu kompleks dUzlemin sonlu B belgesinin BI belges; 

Uzerine bir diffeomorfizmasl olsun; yani, f:B·~ BD Uzerine, bire-bir 

bjr tasvir~ f fonksiyonu B bolgesinde, f fonksiyonunun tersi f- 1 

BI belgesinde sUrekli tUretilebilir olsunlar. 

z,zo E B iein 

dlr. Burada fz ~ (1/2)(fx - ify) ve fz = (1/2)(fx + ify) dir. 

z - 20 = re ia alallm. 3a f ile f fonksiyonunun a dogrultusundaki 

tUrevini gosterirsek, 

- 6 -
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(1. 1 ) 
f(zo + re ia) - f(zo) 

:: lim -~- :: 
r~ re ia 

olur. 

Tan~m 1.1. f:B + BI y~nU koruyan bir diffeomorfizma olsun. 

Her z g B ic;in 

(1.2) maxldaf(z)\ ~ K minldaf(z)1 
CI. a 

ise f fonksiyonuna K-kuvazikonformdur denir. 

f; Ki-kuvazikonform, i = 192. ve f20fl bileske diffeomorfiz

maSl tanlml1 ise 9 f2 Ofl K1 K2-kuvazikonformdur. Bundan baska, f 

K-kuvazikonform ise~ f- 1 fonksiyonuda K-kuvazikonformdur. 

Tanlmdan, bir diffeomorfizmanln ancak ve ancak konform ise 

l-kuvazikonform oldugu gorU1Ur. 

Uygun yardlmcl Mobius donUsUmU kullanllarak bu tanlm 00 € B 

veya 00 E BI olmasl durumuna genisletilebilh'. 

1.2. Beltrami Diferensiyel D,enklemi 

f:B + Be yonU koruyan bir diffeomorfizma olsun. 0 takdirde, 

f donUsUmUnUn Jakobiyeni, her z € B icin 

dolaYls1yla fz(z) > 0 dlr. 0 halde her Z E B iein 
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(1. 4) f.! (z) :: 

fonks;yonu tammlldu ve sUreklidir. AYrlca (1.3) den 11-l(z) I < 1 dir. 

f.! fonksiyonuna f tasvirinin KmltPLEKS DiLATASYONU denir. 

'j..l kompleks dilatasyonunur. basit bir geometrik yorumu vardlr: 

(1. 1) den 

(1. 5) 

oldugundan 

maxldaf(zO)! = !fz(zo)1 + Ifz(zo)1 
a 

minldaf(zo)j = \fz(zo)1 - !fz(zo)! 
a 

min!daf(zO) I 
a 

1 + I~(zo)! 

1 - I lJ (zo ) I 

elde edilir. 0 halde, zo merkezl; sonsuz kUcUk bir daire eksenlerinin 

oram (1 + IlJ(zo) I )/(1 - IlJ(zo) I) olan sonsuz kUCUk bir elipse tasvir 

olunur, Bundan ba$ka~ (1.1) den Idaf(zo)1 n;n maksimum degeri 

Ifz(zo) 1(1 + IlJ(zo) I) yi a:: (l/2)arg lJ(z) icin aldlS1 gorU1Ur. 

1-l kompleks dilatasyonunun tanlml (1.4) bir diferensiyel denklem 

olarak yorumlanabilir: YonU koruyan her f:B + BI diffeomorfizmasl bir 

(1. 6) IlJl < 

Beltrami diferensiyel denklemini gercekler. 
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a halde, Tanlm 1.1 SU sekilde de verilebi1ir. 

f:B ~ Bi yonU koruyan bir diffeomorfizma olsun. 

SUplJ.l(Z) I < K - 1 
zE;B - K + 1 

ise f ye K-kuvazikonformdur denir. Bu ha1de, 8 1 bolgesinde tasvir 

elipslerinin eksenlerinin oranl dUzgUn slnlrlldlr. 

Kuvazikonform tasvirler teorisinde yalmz diffeomorfizmalann 

gozonUne al1nmaslnln bazl onem1i saklncalarl vardlr: 

1°) {fn} bir B bolgesinin bir K-kuvazikonform diffeomorfizma-

larl dizisi olsun. {fn} dizisi B nin her kompakt alt kUmesinde dUz-

gUn olarak bir f fonksiyonuna yaklnsasln, K = 1, yani. fn fonksiyon-

larl konform ise~ limit fonksiyonu f ya bir sabit, veya bir konform 

tasvirdir. Fakat, K > 1 ise f bir K-kuvazikonform diffeomorfizma 

olmayabilir. Diger bir deyisle, K-kuvazikonform diffeomorfizmalar S1nl

fl K > 1 icin kompakt de!5ildir. 

2°) sup!1J(z) 1< 1 kosulunu gercekleyen her sUrekli J.l fonksiyonu 
zsB 

bir kuvazikonform diffeomorfizrnamn kompleks dilatasyonu degildir, 

1.3. Kuvazikonform Tasvirlerin Gene' Tamml 

R ::: {x + iyl a < x < b, c < Y ~ d} bir dikdortgen, Ix' x 

absisli R nin yatay kenarlarlnl bir1estiren dikey dogru parcasl, ve 

Iy ' Y ordinatll R nin dikey kenarlarlnl bir1estiren yatay dogru parca

S1nl gostersin, 
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Tan1.m 1.2. f bir B bolgesinde tanlm1anmlS kompleks deger1i 

sUrekl i bir fonksiyon olsun. Her R, RcA dikdortgeni iein fl Ix 
kls1tlamasl hemen hemen bUtUn x £ (a,b) iein mutlak sUrekli, fl I 

Y 
hemen hemen bUtUn y e: (c,d) iein mutlak sUrek1i ise, f fonksiyonuna 

B bolgesinde dogrusal mutlak sUreklidirl ) denir. 

Oogrusal mutlak sUrekli olan bir f fonksiyonunun hemen hemen her 

yerde2 ) sonlu klsmi tUrevleri vardlr ([9J, Lemma 111.3.1). 

Genel halde, klsmi tUrevlerin varl1g1 fonksiyonun tUretilebilir 

OlmaSln1 garanti etmez. Homeomorfizmalar iein bu durum degisiktir: 

Teorem.~ f:B ~ 8 1 hemen hemen her yerde klsmi tUrevleri 

olan bir hemeomorfizma olsun. 0 takdirde, f fonksiyonu 8 bolgesinde 

hemen hemen her yerde tUretilebilirdir ( [9J, Teorem 111.3.1). 

Tan1.m 1.3. f fonks;yonu sonlu bir B bolgesinde tanlmlanmlS 

sonlu kompleks degerli bir fonksiyon olsun. 

1°) f fonksiyonu OMS, 

20) f fonksiyonunun OMS olmasl nedeniyle varolan klSMl tUrev

led fz' fz yerel olarak LP ye ait; yani, [fzIP, IfzlP her kompakt 

K c B cUmlesi Uzerinden integre edilebilir 

ise, f fonksiyonuna B bolgesinde (genellestirilmis) LP-tUrevlerini 

(p ~ 1) haizdir denir. 

1) Absolutely continuous on lines (ACL): Dogrusal mutlak surekli (DMS). 

2) Almost everywhere (a.e.): Hemen hemen her yerde (h.h.y). 
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Holder esitsizliginden3 ) bir fonksiyonun LP-tUrevleri varsa, 

q ~ P icin Lq-tUrevlerinin de var oldugu Clkar: 

v bir B bolgesinde II vii 00 :: ess suplv(z) I < 1 kosulunu 

gercekleyen olcUlebilir bir fonksiyon olsun. (1.6) da oldugu gibi bir 

Beltrami diferensiyel denklemini alallm. p, B bolgesinde idantik olarak 

slf1r ise 9 Beltrami diferensiyel denklemi Cauchy-Riemann diferensiyel denk-

lemine indirgenir. 

~~n~m l.~o f fonksiyonunun B bolgesinde L2-tUrevleri var ve 

fz' fi k1smT tUrevleri (1.7) denklemini hemen hemen her yerde gercekliyor 

ise, f fonksiyonuna (1.7) denkleminin (genellestirilmis) L2-cozUmUdUr 

denir. 

p fonksiyonunun slflr olcU1U bir cUmle Uzerindeki degerlerinin 

degisimi (1.7) nin genellestirilmis cozUmUnU etkilemiyeceginden, p nUn 

B de hemen hemen her yerde tanlmll olmasl yeter. 

TanLm L5. (Genel kuvazikonform tasvirler) p bir B bolgesinde 

/lvl/ oo ~ (K - l)/(K + 1) < 1 kosulunu gercekleyen olcUlebilir bir fonk-

sjyon olmak Uzere. bir f fonksiyonu fz = vfz Beltrami denkleminin 

B bolgesinde bir homeomorfik L2-cozUmUyse, f fonksiyonuna K-kuvazi

konformdur denir. 

3) Holder e§.itsizlig.i, F, G 2:. 0, P > 1; -L- + -1:..- = 1 olmak uzere 
P q 

ffFGdO < (ffFP dO)l/p(ff~ dO)l/q d~ro 
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BolUm II ve BolUm III de kuvazikonformluk derecesi icin K yerine 

k = (K - l)/(K + 1) kullamlacaktlr. 

Beltrami diferensiyel denkleminin homeomorfik L2-cozUmleri 1938 

Yl11nda Morrey [15J taraflndan sistematik olarak incelenmistir. Fakat, 

ancak yirmi Yll sonra Bers [3J Morrey'nin bu callsmaslnln kuvazikonform 

tasvirlerle ilgisini ortaya ClkarmlS ve iki farkll teori birlestirilmistir. 

Kuvazikonform tasvirler teorisinin gelisimi icinde verilen cesitli 

tanlmlar: Geometrik tanlm ([9J,I,§3), analitik tanlm ([9J, IV, §2) ve 

Tanlm 1.5. biribirine denktir ([9J, IV.5.3.). Bu callsmanln bUtUn1UQUnU 

bozmamak amaclyla burada diger tanlmlardan bahsedilmeyecektir. 

Kuvazikonform tasvit" tanlmlnln homeomorfizmalara genisletilmesiyle 

su kazan11mlS olur. 

Teorem 1.2. .. ... . {fn} B bolgesinde tanlmlanmlS K-kuvazikonform 

homeomorfizmalar dizlsi olsun. fn dizis; B nin her kompakt alt cUm

lesinde bir f homeomorfizmaslna dUzgUn yaklnsarsa, f fonksiyonu 

K-kuvazikonformdur ([9J, Teorem 1.5.2.). 

f fonksiyonu bir B bolgesinde K-kuvazikonform olsun. Teorem 

1.1 e gore, f fonksiyonu B bo1gesinde hemen hemen her yerde tUret;-

lebil irdir. 0 halde, I If.! II < (K - 1 )/(K + 1) < 1 oldu<1undan, f 
00 -

fonksiyol1unun B bolgesinde hemen hemen her yerd!:. 

maxi3c/(z)1 .::. K minI3af(z)! 
a a 

esitsizljgini gercekledi~i kolayca gorU1Ur. AYrlca, f kuvazikonform 

tasvirinin J Jakobiyeni pozitifdir ([9J, 5.184, 185), 
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f t B bolgesinde yonU koruyan bir homeomorfizma olsun. f homeo-

morfizmaSl bir Z E B de tUretilebilir ve Jf(z) > 0 ise f homeomor

fizmaslna z noktaslnda regUlerdir denir. 0 halde, B bolgesin;n bir 

kuvazikonform homeomorfizmasl . B de hemen hemen her yerde regUlerdir. 

Bir B bolgesinin f homeomorfizmaslnln L2-tUrevleri var ise, 

f fonksiyonu alan alcUsUne gore mutlak sUreklidir; yani~ m Lebesque 

alan alcUsUnU gostermek Uzere A c B ve m(A) :: 0 ise, 0 takdirde 

m{f(A)) ~ 0 dlr, Bundan baska, Jf f nin Jakobiyenini gostermek Uzere, 

her olcUlebilir A c B cUmlesi icin 

m(f(A)) :: J J f 
A 

dir ([9J9 s, 150 \Ie s.131). o halde, bir kuvazikonform tasvir alan 

olcUsU slflf alan cUmleleri. alan olcUsU slflr olan cUmlelere tasvir 

eder. 

f:B ~ 8 1 kuvazikonform ve g, 8 1 bolgesinde kuvazikonform 01-

sun. 9 of b11eske fonksiyonunu goz~nUne alallm. Wf' W ve W f g g 0 

swaslyla. f~ 9 ve 9 of fonksiyonlarlnln kompleks dilatasyonlarlnl 

gaster'sin, Z9 f(z)$ f ve 9 nin sonlu ve regUler noktalan, ve g(f(z)) 

sonlu olsun. Kompleks dilatasyonun tanlmlndan hareketle. do~rudan do~-

ruya hesapla 

(1, 8) 
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bulunur. Kuvazikonform tasvirin slflr alan ~lcU1U cUmleleri korumasl 

ve hemen hemer her yerde regUler olmasl nedeniyle~ (1.8) denklemi B 

bolgesinde hemen hemen her yerde gerceklenir. 

9 fonksiyonu 8' bolgesinde konform ise, B' de hemen hemen 

her yerde ]J :: 0 dH'. DolaYls1yla, (1.8) den B bolgesinde hemen g 

hemen her yerde 

j..l f(z) "']J (z) 
gog 

oldugu sonucu Clkar. 

f ve 9 aym bir B bolgesinin kuvazikonform tasvirleri ise, 

(1.8) Hades; g 1;:;: f(z) olrnak Uzere 

(1. 9) 

seklini allr ([9J, s.184). 

(1.9) formUlUnUn $U ilginc ozelligi vardu: Sabit bir z ve 

f(z) icin (1.9) l.1g(z) ye gore kompleks analitiktir, ve birim dairesinin 

Kendi Uzerine konforrn tasviridir. 

1.4. Beltnmli Dlferensiyel Denkleminin Var11k ve Teklik Teoremleri 
-----~~.~.----~. ~.---~-- , 

Kuvazikonform homeolTIorfizmalann Beltrami diferens;yel denklem;-

nin c~zUmleri olarak tan1mlanmasl; (1.7) diferensiyel denkleminin homeo

morfik L2-cozUrnlerinin varl"lgl ve tekligi~ kuvazikonform tasvirlerin ]J 

kompleks dilatasyonu cinsinden ifade edilebilmesi gibi bazl onemli prob-

lemleri ortaya Clkar1r. 
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Teorem 1.3. (VARLIK TEOREMi) II bir B bolgesinde II lliloo < 1 

kosulunu gercekleyen elcUlebilir bir fonksiyon olsun. B belgesinin 

kompleks dilatasyonu hemen hemen her yerde II ye esit olan bir kuvazi-

konform hormeomorfizmasl vardlr. 

Yukarldaki genellikte Varllk teoreminin ispatl 1957 Ylllnda 

Vekua [25J taraflndan veri"imistir. Aym Yl1 Bers [3J Var11k teoreminin Murre) 

taraflndan 1938 Yll,nda ispatlanmlS olduguna dikkatleri cekmistir. Bojarski 

Varllk teorimini singUler integral transformasyonlar kullanarak daha ba-

sit bir sekilde ispatlamlstlr [lJ. 

(1.9) formU1Unden hareketle kompleks dilatasyonun bir kuvazikon-

form tasviri konform donUsUmler fark, ile belirledi§i bulunur: 

Teo:s.e:!?. 1: ;i. (TEKLiK TEOREMi) f:B + BI kompleks dilatasyonu II 

olan bir kuvazikonform tasvir olsun. 0 takdirde, B belgesin;n kompleks 

dilatasyonu 8 de hemen hemen her yerde II ye esit olan her kuvazikon-

form tasviri 9 h fonksiyonu 8 1 de konform olmak Uzere h of seklin-

dedir; 

Di§er bir deyi$le, f ve g B bolgesinin kompleks dilatasyon-

larl 5~raslyla llf ve llg olan iki kuvazikonform homeomorfizmasl olsun. 

B d h h 'd . 9 of- 1 konformdur. e ernen emen ner yer e llf = llg 15e, 

i~pat. (1.9) formU1Unden]l f-1 nin f(B) bolgesinde hemen hemen go 
her yerde slf,r oldu§u Clkar. 0 halde 9 of- 1 tasviri l-kuvazikonform, 

yani konformdur. 



I L KUVAZi KONFORM GEN 1 Sln1ES i OlAN 

YAlINKAT FONKSiYONlAR 

DUzleme kuvazikonform genislemesi olan yal1nkat fonksiyonlar ile 

11g11; ekstremal problemlerin eozUmUnde basllca iki yontem kullanl1mlS-

tlr. Birincisi, Schiffer taraflndan kuvazikonform tasvirler lein gelis

tirilen varyasyon yontemi~digeri Lehto taraflndan verilen singUler in-

tegrallerin kul1anllmaslna dayanan bir yontemdir. 

Bu callsmanln UcUncU bolUmUnde veri len sonuclarln izlenmesine 

kolayllk olmak Uzere, burada ikinci yontemden klsaca bahsedilecek ve 

UcUncU bolUmde kullanllan bazl notasyon ve kavramlar verilecektir. Oaha 

genis bilgi iein [11. 12, 13, 5J ea11smalarlna basvurulabilir. 

Ek ile genisletilmis dUzlemin, 0* = {zl Izl > l} bolgesinde 

konform olan, 

( 2. 1 ) "lim (f(z)~z) '" 0 
Z-7CO 

normalizasyonunu gercek1eyen k-kuvazikonform homeomorfizmalarl slnlflnl 

gosterelim. 

- 16 -
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Tanlma g~re9 bir f E Ek fonksiyonu bir f~ = Vfz Beltrami 

diferensiyel denkleminin homeomorfik L2-cHzUmUdUr~ Burada v kompleks 

dilatasyonu IlvIIOJ'::' k < 1 kO$ulunu gercekler. Aynca. f tasviri

nin 0* b~lgesinde konform olmasl nedeniyle v kompleks dilatasyonunun 

dayanag,l) Izl ~ 1 bolgesindedir, 

Eo dUzlr:min (2.1) normalizasyonunu ger<;:ekleyen konform tasvir-

leri slnlfldlr. 0 halde l Eo slnlflnda yalnlz z + Z fonksiyonu bu

lunur. E~ = {fiD*lf E rk} olsun. 0 takdirde, her L~' 0 < k < 1, 

slmf1 9 0" bc:i"igesinin (2,·!) normalizasyonunu gercekleyen ya11nkat meromorf 

fonksiyonlarl slnlfl I taraflndan icerilir. Oiger taraftan, 

larl L sHl1hnda yogundur. Diger bir deyisle, her f E L fonks;yonu 

fn E Lknl kn < 1. -olmak Uzere hir {fn} dizisinin limitidir2 ). 

Lk sln,flna ait bir f fonksiyonunun V kompleks dilatasyo

nunun dayana§1 slnlrlldlf. Bu ozellik esas olmak Uzere. Bojarski yHn

terni kul1anl"larak Lk SlIl1fl fonksiyonlan icin bir gHsterilis formU1U 

Clkanlmlstlt ([llJ s IV.2): 

~.l-:..I=.: f E Lk ve V 9 f fonksiyonunun kompleks dilatasyonu 

olsun. 0 takdirde~ 

00 

(2. 2) f (z) :: Z + 2: T ¢n (Z) 
1'1""1 

1) Support; Dayarlako 

2) Yak~nsakl~k kilresel metriktediro 
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(2.3) 
1 ¢n(z;;) 

'" - ~ f f -- d~dn, 
1T 1:; - z 

dH. Integraller bUtUn dUzlem Uzerinden allnmlstH. Seri bUWn dUz

lemde dUzgUn yaklnsaktlr. 

(2.3) de sa~daki integralle tanlmlanan H lineer transformasyo

nuna HilBERT TRANSFORMASVONU denir ([9J, III. §7). p ~ 2 ie;n H 

transformasyonunun lP-normu 

her P~. 2 icin soniudur (Calderon-Zygmund esitsizligi). 1\ Hllp p nin 

sUrekli bir fonksiyonudur, p -+ 2 iein II HII P -+ 1 dir ([9J,s.214; [1], 

s.106 9 5.113-115), 

lk ile 9 dayanagl Izi ~ 1 de alan, 

gercekleyen kompleks degerli olcUlebilir l.l fonksiyonlan Slnlflnl gos

terelim. l.l E lk ise, Beltrami diferensiyel denkleminin Varllk teore

mine gore dUzlemin 9 kompleks dilatasyonu hemen hemen her yerde l.l ye 

esit olan bir f k-kuvazikonform homeomorfizmasl vardlr. Teklik teo-

remine gore f homeomorfizmasl dUzlemin konform tasvirlerine bagl, ola

rak, yan; bir Mobius donUsUmU farklyla belirlenir. (2.1) normalizasyonu 

nedeniyle f E =k tektir. 0 halde, =k slnlfl fonksiyonlarl ile lk 

sln,f, fonksiyonlarl araslnda bire-bir bir kars,lama vardlr. Bu nedenle, 

bir f E =k fonks;yonunu l.l kompleks dilatasyonu cinsinden ifade eden 

(2.2) gosterilis formU1U f(z) fonksiyonunun l.l kompleks dilatasyonuna 
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bagll11g1nln incelenmesinde kullanllabilir. 

8 dUzlemin sonlu bir b~lgesi clsun. Her· wEB iein, dayanagl 

Izi .:s. 1 de alan ve II)J (,w)lloo kosulunu gereekleyen bir oleUlebilir 

)J( ,w) fonksiyonu var olsun. Beltrami diferensiyel denkleminin varl,k 

ve teklik teoremlerine gore her )J( ,w) iein dUzlemin, kompleks dila

tasyonu hemen hemen her yerde )J( ,w) ya esit clan ve (2.1) normalizas

yonunu gercekleyen tek bir f( ~w) kuvazikonform homeomorfizmasl vardlr. 

o halde, her sonlu,sabit z lein w ~ f(z,w) B bo1gesinde kompleks 

de~erli bir fonksiyondur. f(n) (z,w), f( ,w) fonksiyonunun z E Dl
': 

icin n nci tUrevini ve an(w). f( ,w) nun D* bolgesindeki kuvvet 

serisi katsaYl1arlnl gostersin. (2.2) formU1UnU kullanarak Lehto [11J 

asagldaki teoremi ispatlamlstlr. 

Teor..~~.. )J(z~), her sonlu z iein B bolgesinde w nun 

bir analitik (holomorf) fonksiyonu olsun. 0 takdirde. w ~ f(z,w) her 

sonlu z lein analitiktir. Bundan baska, w ~ f(n)(z,w), n:: 1,2, ... , 

z E Dl
\ fonksiyonlan ve w -+ an(w), n "" 1.2 •... , fonksiyonlan B 

bolgesinde analitiktir. 

Lehto [11J Teorem 2.2. yi klasik fonksiyonlar teorisinin esas 

teoremlednden Sdlliiarz Lemmasl i1e birlikte kullanarak MAJORANT prensibi 

olarak bilinen bir genel esitsizlik vermistir. Bu esitsizlik kullanl

larak E slnlflnda bilinen bazl sonuclar Ek slnlflna aktarllabilmektedil 
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T~~~m 2.1. (Ana1itik fonksiyone1) f E I olsun. I s1nlflnda 

bir w analitik fonksiyoneli. f fonksiyonunun sonlu saY1daki kuvvet 

serisi katsaYl1arlna~ f fonks;yonunun, f nin tUrevleri f(n) 

n ;;;: 1,2 •..• sk~ fonksiyonlannln verilen sonlu saYldaki noktalardaki 

de§erlerjne g~re kompleks de~erli analitik bir fonksiyondur. 

Bir analitik fonksiyonel sUreklidir; yani, f bir· {fn} dizisi

nin dUzgUn bir limiti ise, lim ~(fn) = ~(f) dir. 

I Slnlf,nda tanlmlanan bir analitik fonksiyonel her I~ Sln1-

hnda da tamm11dlr. I ve III kapall normal aile olduklanndan3 ) 
K 

ve ~ sUrekli bir fonksiyonel oldugundan, 1~(f)1 yi 

larlnda maksimum kllan f fonksiyonlar1 vard1r. 

M(k) = maxl~(f)1 
fEL:k 

ve M(l) = maxl~(f)l 
fEE " 

yazallm. M(k) [O,lJ ara1191nda azalmayan bir fonksiyondur. 

Ayr1ca~ M(k) [O,lJ arallglnda sUrek;idir [5J. 

icin slflr alan analitik bir fonksiyonel olsun. 0 takdirde~ 

dir. 

(2.3) de esitlik k nln, 0 < k < 1. bir degeri icin gerceklen

digjnde k nln her degeri icin gerceklenir. 

3) Kilresel metrikde dilzgiin ya]ansakl~ga gore. 
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iSpf'!-E· o < k < k I < 1 olacak sekilde k ve k' saYl1 an nl 

secelim. fk E L' keyfi bir fonksiyon t fk mn kompleks dilatasyonu 
k 

}.l olsun. w, Iwl < k'/k kosulunu gercekleyen bir parametre olmak 

Uzere dUzlemin s kompleks dilatasyonu hemen hemen her yerde W}.l ye 

esH alan ve (2.1) normalizasyonunu gercekleyen k'-kuvazikonform f 

homeomorfizmalar1nl g~z~nUne alallm. !¢(f)1 < M(k') dUro Teorem 2.2 ye 

gHre~ ¢(f) Iwi < k'/k bHlgesinde w ya analitik olarak ba~l,d'r. 

w = 0 icin f E Los yani idantik tasvirdir. ¢(id) = 0 oldugu 90z-

HnUne allnarak Schwarz Lemma'sl uygulanlrsa 

elde ediliro w ~ 1 icin f = fk d,r, fk L~ slnlflnda keyfi bir 

fonksiyon oldugundans 

dir. k~ + 1 icin (2.3) elde edilir. 

(2,3) esitsizligi bir k < 1 icin gerceklensin. fk fonksiyonu 

Lk icinde ekstremal ve fk nln kompleks dilatasyonu llk olsun. Iwl < 11k 

olmak Uzel"e 9 kompleks dilatasyonu hemen hemen her yerde Wll k ya esH olan 

ve (2.1) normanzasyonunu gercekleyen f fonksiyonlarlnl gozonUne alallm. 

!¢(f)! ~ M(l) oldugundan, Schwarz Lemma'sl uygulanarak 1¢(f)1 ~ kM(l) w 

bulunur. Fakat l burada esitlik w = iein gerceklenmektedir. 0 halde, 

maksimum prensibine gote Jwl < 11k icin 

(2.4) j¢(f)J = kM(l)w 
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olur. k! r:: [0,1) keyf'i verilmis olsun. 0 takdirde. [w[ = k'/k icin 

f r:: Lko (2.3) ve (2.4) dens f fonksiyonunun Lk de ekstremal olduqu 

sonucuna vanl1r, Diger bir deyisle~ (2.3) esitsizliginde esitlik bir 

k r:: (Oel) icin gerceklenirse t k nln her de~eri icin gerceklenir. 

Asaglda 9 Sonuc 2,1. (2.3) esitsizliginin TeichmUller uzaylarl 

teorisi aClslndan ~nemli bir uygulamasl oldugu icin verilmistir. Sonuc 

2.2. ise UcUncU bolUmde kullanllacaktlr. 

f r:: E olsun. f fonksiyonunun Schwarz tUrevi 

ile tammlamr. f r:: L icin 

d1r (Kraus-Nehari teoremi). 

f r:: E' olsun. 0 takdirde, 
k 

dn. Tahmjn kesindir. 

lsp,at. ¢(f):;: (lzl 2 - l)2S f olsun. ¢ idantik tasvir icin slfH 

degerini alan bir analitik fonksiyonel oldu§undan. (2.3) esitsizligini 

uygulayarak, Ek ie·in 
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elde edi1ir. Esitlik 

r 
I z I > i icin z + (k/z) 

(2.5) f(z) - ~ -

l Izi ~ 1 
-

icin z + kz 

icin gerceklenir [10~ 11, 14J. 

f E Lk olsuno f fonksiyonunun 0* bolgesinde 

(2.6) 
b b2 f(z) .. z + _,_ + -- + 
Z Z2 

seklinde seriye aCl11ml vardlro 

f E Lk olsun. 0 takdirde, n = 1.2 icin 

(2.7) I b I < 2k 
n - 1 n + 

dw. Tahmin kesindiro 

Ispat. ¢(f):: bn (n:: 1 ,2) n :: 1,2 icin maxlbnl 
L: 

(2,3) esitsizligi ¢(f)::: bn fonksiyoneline uygulanlrsa. 

I I 2k max bn ~--
Lk n + 

bulunur. Esitlik n::: 1 icin (2.5) fonks;yonu, n = 2 icin 

2 

n + 1 
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J 
Iz1 > 1 icin (Z3/2 + kZ- 3/ 2)2/ 3 

f(z) - ~, 

1 Izi 2 1 
3/ _3/ 2/ 

icin (z 2 + kz 2) 3 

fonks;yonu icin gerceklenir. 

Uyan. Sk(co) dUzlemin 0 = {ZIIZI < l} birim dairesinde 

konform olan 9 f(O) ~ 0, f'(O) = 1 normalizasyonunu gercekleyen ve 

00 noktaslnl sabit blrakan k-kuvazikonform homeomorfizmalarl slnlflnl 

gostersin. 

L ve Lk slnlflan yerine, slraslyla, S ve Sk(oo) slnlflan 

al1nd'~lnda Teorem 2.2. ve Majorant prensibi S ve Sk(oo) slnlflarl 

icin de gecerlidir [5J. 



III. p~DEGERLt KUVAZiMEROMORF FONKStVONLAR 

Bu btilUmde genisletilmis dUzlemin 9 klsmen analitik olan normalize 

edilmis kuvazimeromorf fonksiyonlarl gozonUne allnmlS, dUzlemin klsmen 

konform olan normalize euilmis kuvazikonform homeomorfizmalarl iein bi

linen bazl sonuelar bu fonksiyonlara genellestirilmistirl). 

3. 1. 

Tam.m 3.1. fl fonksiyonu B bolgesinde Ii flll 00 ~ k < 1 

kO$ulunu gercekleyen oleUlebilir bir fonksiyon olsun. Bir f fonksi

yonu B bolgesinde sUrekli (kUresel metrige gore) ve B bolgesinde 

fz = flfz Beltrami diferansiyel denkleminin genellestirilmis bir 

L2-eozUmU ise 9 f fonksiyonuna B bolgesinde k-kuvazimeromorftur 

deni r. 

fl fonks;yonu B bolgesinde idantik olarak slflr ise, Beltrami 

denklemi, fz :: 09 Cauchy-Riemann denklemine indirgenir. DolaYls1yla~ 

f fonksiyonu B bolgesinde meromorftur. 

1) Bu bcHiimde verilen sanuqlar:z.n bir k:z.smJ.. daha once yay:z.mlad:z.g:z.m 
[6J Na.lu kaynaktan al:z.nm:z.§t:z.r. 
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DN1V£RSlTESI KU1UPrlJ\l 
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.'. 
Tan~m 3,2. Genisletilmis dUzlemin, IT' b~lgesine klsltlamaSl 

meromorf olan~ 

(3. 1 ) lim (f(z) - zp) = 0 pEN 
z-'>= 

ile normalize edilmis, f(z) = 00 degerini yalnlz z = 00 icin alan 

k-kuvazimeromorf f fonksiyonlarl slnlflnl LP ile g~sterelim. 
k 

Teorem 3.1. L~ slnlflna ait bir f fonksiyonunun, h E Lk ve 

Fp' h fonksiyonunun p nci dereceden bir Faber polinomu olmak Uzere, 

(3.2) f = Fp oh 

seklinde tek bir gosterilisi vardlr. 

ispat. ~. f fonksiyonunun kompleks dilatasyonu 

olsun. Beltrami diferans;yel denkleminin varllk ve teklik teoremlerine 

gore, dUzlemin kompleks dilatasyonu hemen hemen her yerde ~ ye esit 

olan ve (2.1) normalizasyonunu gercekleyen tek bir h kuvazikonform 

homeomorfizmasl vardlr, f ve h fonksiyonlarlnln kompleks dilatasyon-

1 an hemen hemen her yerde es it 01 dugundan, (1. 9) formUl Une gore 

fonksiyonunun kompleks dilatasyonu dUzlemde slflrdlr. 

L2-tUrevlerini haiz olduklarlndan Fp fonksiyonu L1-tUrevlerini haizdir, 

o halde bUtUn dUzlemde meromorftur. DolaYls1yla, rasyonel bir fonksi-

yondur. f(z) = 00 degerini yalnlz z = 00 icin aldlglndan Fp fonksiyonu 
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bir polinom~ (3.1) normalizasyonu nedeniyle, p nci dereceden bir 

po 1 i nomdur. 

f fonksiyonunun 0* b~lgesinde (3.1) normalizasyonu nedeniyle 

(3.3) f(z) := zP + ~ +~- + 
Z Z2 

seklinde seriye aClllml vardlr. 0 halde, h fonksiyonunun (2.6) sek-

linde seriye aClllml g~z~nUne allnlrsa, 
.', 

Oft b~lgesinde Fp(h(z)) 

fonksiyonu 

00 

Fp(h(z)) = zp + E Cpnz- n 
n::1 

seklinde seriye aClldlglndan Fp' h nln p nci dereceden Faber 

polinomudur [16, 31 J. Faber polinomlarln1n tekligi nedeniyle, (3.2) 

gosterili$i tektir. 

Bunun sonucu olarak, LP slnlflna ait bir fonksiyon genisletil
k 

mis dUzlemde her degeri tam p defa allr. 

(3.2) den hemen f fonksiyonunun dUzlemde, h ile tasviri Fp 
I 

fonks iyonunun tUrevi Fp nUn 51 flrl an 01 an nokta 1 an n ve z:: 00 

noktaslnln dlSlnda yerel homeomorf oldugu Clkar. 0 halde, f fonksi-

yonu izole noktalar dlSlnda yerel kuvazikonform homeomorfizmadlr. 

Teorem 3,1. e g~re O-kuvazimeromorf fonksiyonlar 

meromorf oldugundan, L~ slnlfl yalnlz z + zP fonksiyonunu icerir. 

LP 
k 

ile, aynl zamanda. I P Slnlflna ait f fonksiyonlarlnln 0* 
k 

bolgesine klsltlamalarl olan fl o* fonksiyonlarlnln slnlflnl gosterelim. 
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E~ 0* b~lgesinin. her de~eri p defa alan ve (3.1) ile nor

malize edilmis meromorf f fonksiyonlarl slnlfl olsun. 0 takdirde, 

EP slnlfl~ her EP 
9 0 < k < 1 s1nlflnl icerir. 

1 k 

3.2. Gosterilis FormU1U 

Bojarski yontemi ([9J. V.5.3; 5.7) kullanllarak, ilk once bir 

f s E~ fonksiyonunu ~ kompleks di1atasyonu cinsinden ifade eden bir 

gasterilis formU1U ClkanlacaktH. 

f bir B bolgesinde L'-tUrevlerini haiz bir fonksiyon olsun. 

A, ~ c B olmak Uzere uzunlu~u olcUlebilir bir e~ri ile slnlrlandlrllmlS 

bir JORDAN bolges; olsun. Asagldaki formUl Genellestirilmis Cauchy 

formU1U olarak bilinir ([9J, 111.7.1), 

(3.4) f(z) :;: -2-:- f f(l;;) dl;; - -l~fr --,~2,--(1;;_) dt.;dn 
2Tf 1 I;; - Z Tf) 1;; - z 

Z € A, I;; = t.; + in. 

aA A 

Burada birinci integral bir holomorf fonksiyon tanlmlar; ikinci integral 

ise Cauchy esas degeri olarak vardlr. f fonksiyonu A bolgesinde bir 

analitik fonksiyon ise (3.4) formU1U Cauchy integral formU1Une indirgenir. 

f s EP olsun. z + f(z) - zP fonksiyonuna (3.4) Genellestiril-
k 

mis Cauchy formU1U uygulanarak.ve (3.1) normalizasyonu goz~nUnde tutu-

larak 9 f fonksiyonunun her z iein 

(3.5) f(z) = zP + Tfz(z) 



- 29 -

denklemini gercekledigi gorU1Ur. Burada 

1 f-(r;) 
Tfz(z) = - -. ff ~ d~dn 

TI r; - z 

dlr. Integral bUtUn dUzlem Uzerinden allnmlstlr. 

(3.5) denklemi z ye gore tUretilir ve f fonksiyonunun fz = Wfz 

denklemini hemen hemen her yerde gercekledi§i gozonUnde tutulursa, W· fi 

fonksiyonunun hemen hemen her yerde 

(3,6) w ~ pwzP-1 + ~Hw 

denklemini gercekledi~i gorU1Ur. Burada 

Hw(z) :: - -2- ff. w((;), d~dn 
TI (r; - z)2: 

Hilbert transformasyonudur. Bu denklem iterasyon ile cozU1ebilir. 

olsun. q ~ 2 icin Hilbert 

transformasyonu Lq da slnwl19 yani Lq-normu II HII son1u oldugundan 
q 

(Calderon-Zygmund esitsizligi), 

dlr. kll HII q < 1 olacak sekilde bir q > 2 secelim. II HII q nun 

q ya gore sUrekli ve II HI12 ::: 1 olmasl nedeniyle bu yapl1abilir. 

o takdirde, (3.7) ye gore 

n=1,2, .... 

Lq da yaklnsak bir dizidir. 
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co 

oldugundan lim wn = ~ ¢i (3.6) denklemini gercekler. Bu limit (3.6) 
i:: 1 

denkleminin Lq da tek cozUmUdUr. Zira, w (3.6) denkleminin ikinci 

bir cozUmU ise, (3.6) dan 

ve buradan hemen hemen her yerde w = w 

her yerde lim wn ~ fz dir, 

olur. 0 halde hemen hemen 

¢i' i:: 192~,,,~ fonksiyonlanmn dayanagl I zl < 1 bolgesinde 

oldugundan. q > 2 icin Holder esitsizligi uygulanarak 

(3.8) jT¢i (z) I ~ Clil ¢i II q 

bulunur. Burada C, yalmz q ya bagll bir sabittir. Bu her T¢; 

fonksiyonu icin dogrudur. DolaYlslyla, n, m pozitif tam saYllar olmak 

Uzere 

du. 0 halde 9 (3,5) den 

(3,9) f(z) :: zP + L T¢i(Z) 
;:::1 

bulunur. Seri bUtUn dUzlemde mutlak ve dUzgUn yaklnsaktlr. 

yjlan. (3.1) norma -I i zasyonunda zP yeri ne keyfl b i r 

P(z) = ApzP + .,. + Ao polinomu allnabilir. 0 takdirde, (3.9) goste

ril is formUl U 
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f(z) = P(z) + L T¢i(z) 
hl 

seklini alw. Burada CP'l = PI(Z)lI. ¢ - lIH~ n - 2 3 ~, n - ~ ~n-l' -, , ... 

3.3. Asimtotik Tahminler 

dUro 

Gbsterilis formU1U (3.9) k + 0 icin f(z) fonksiyonunun duru

munu incelemekde kullanllabilir. Ayrlca. gosterilis formU1U (3.9) 

kullanl1arak. -f fonksiyonunun kuvvet serisi katsaYllarl iein asimto-

tik tahminler bulunacaktlr. 

(3.10) 

~'pY9 3.1. f S LP olsun. 0 takdirde, 
k 

f(z) = zP - __ P __ J J ~P-ll-l(s) d~dn + o(k 2 ) 

'IT 1~1<1 ~ - z 

dir. Kalan terim z ye gore dUzgUn slnlrlldlr. 

00 00. 

I I Tcp"i (z) I .::. C3 L (k II H II q) 1 
i~2 i::2 

elde edilir. Burada C3 yalnlz P ve q ya bag11 bir sabittir. q > 2. 

kll Hil q < 1 olacak sekilde secildiginden sag taraftaki seri bir geo

metrik seridir. 0 halde. her z iein 
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olur. Boylece. gosterilis formU1U (3.9) 

(3.11) f(z) = zP + T¢l (z) + O(k2) 

seklini allr. Kalan terim z ye gore dUzgUn slnlrll olup, (3.11) den 

(3.10) elde edilir. 

(3,10) formU1Unden hemen If(O)1 iein bir asimtotik tahmin bulunur. 

Sonu£ 3.2. f € LP olsun. 0 takdirde, 
k 

(3.12) If(O)1 ~ 2k + O(k2) 

dlr. Esitlik 

i z I > 1 iein 

f(z) :: 

i<;:in 

fonksiyonu icin gereeklenir. 

(3.13) 

dir. 

ypat. (3.10) dan 

Burada esitlik 

~ - z (~/~)(p-l)/2 

Is - zl 

8 gereel 

h.h.y 
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ise ger\:eklenir, z:: 0 icin (3.13) esitsiz1igi (3.12) tahminini verir. 

f € E~ olsun. f fonksiyonunun 0* b~l~esinde (3.3) seklinde 

seriye aClllml vardlr. 

TeoreJ7l 2.2. f E EP olsun.· 0 'takdiY'de 
k 

(3.14) lanl .::. _2pk + o(k 2 ) 

P + n 

dir. Tahmin kesindir. 

ispc::.,t. Gosterilis formU1U (3.9) ve (3.3) karSllastlrlllrsa 

(3.15) 

bulunur. 

00 

J f ¢i(s)sn-l d~dn 
Isl<l 

Schwarz esitsizligi uygulanlrsa, 

f,f I¢i (s)sn-l Id~dn .:::. ,/ hnl h II ¢i 112 
[1;;1<1 

n=1,2, ... 

olur. (3,1) esitsizligi ve II H 112 '" 1 oldugu kullanllarak, 

J J \¢i(s)sn-l \d~dn.:::. TIpl/2 n-
l

/
2ki 

[C;1<1 

bu·lunur, 0 halde. (3.15) Hades; 

1 . . n-"I 2 
an :: -- J f <jJ, (s)s d~dn + o(k ) 

TI 1~1<1 

seklinde yazllabilir. ¢l(Z) = pZP-l~(Z) oldugundan, buradan (3.14) 

elde edilir. Esitlik 
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(3.16) h. h.y' 

icin gerceklenir. Kompleks dilatasyonu (3.16) seklinde clan ekstremal 

fonksiyonlar 

Izi > ic:in 

I z I < 1 ic:in 

seklindedir. 

p :: 1 icin (3.10) ve (3.14) den L\ slmfl fonksiyonlan ic:in 

bilinen sonuclar elde edilir [12J. 

Asaglda~ LP slnlflna ait fonksiyonlarln Faber polinomlarl k . 
cinsinden gosterilisi (3.2) kullanllarak 9 p:: 2 halinde, f fonksi-

yonunun a, kuvvet serisi katsaYls1 ic:in asimtotik olmayan kesin bir 

Ust Slnlr verilmistir. 

(3.17) 

dire 

00 

Teorem 3.3, f(z) _ Z2 + L anz- n 
E L~ olsun. 0 takdirde, 

I a, t < (~~) k 
- 3 

Tahm·in kesindir. 

IfJpat. f E I P olsun. Teorern 
k 

e gore f fonksiyonunun (3.2) 

seklinde tek bir gosterilisi vardlr. h fonksiyonunun 0* bolgesinde 

h(z) 
b, b2 

-z+-~-+--+ 
z Z2 
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olsun, h fonks;yonunun fn(w) Faber polinoMlan 

hi ( ) 
• l; ~ ::: 

h (I;;) - w 

i1e tanlmlanlr [16J. 0 halde Fo(w) ~ 1, F,(w)::: W, F2(w):: w2 - 2b" 

dir. h 

fonksiyonunun p linei dereeeden Faber polinomuna karSlllk alan Faber 

fonks;yonu 

(3.18) F (h( ') P Z) ::: zP + P 

dn, Bur-ada apk ka tsaYll a r1 

log 1,(c:;) - f(z) :: -
c:; - Z 

ile veril ir. 

(3.19) 

00 

!: 
k:::l 

co 

L: 
P=l 

apkz -k 

00 

L: apk c:;-pz-k 
k::l 

:: b 
P 

dir. (3.3) ve (3.18) den 

elde edilir. p;;: 2 icins Sonuc 2.2. ye gore, Ib 21 2. 2k/3 oldugundan, 

(3,19) dan 

la,1 .2 (4/3)k 

bulunur. Esitlik 
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I z I > 1 icin 

f(z) :: 

Izl < 1 icin 
3/ . 3/ 4/ (Z 2 + ke'8z 2) 3 

iCin gerceklenir. 

3.4. Analitik.~aql'llk 

L~ ile, dayana~l Izi < 1 de olan ve Ilflll <k<l 
co -

kosulunu 

gercekleyen kompleks degerli oleUlebilir fonksiyonlarln slnlflnl goster-

mistik. Teorem 3. -I, 
co 

e gore her fl € Lk iein tek bir f € Lk vardlr. 

Diger bir deyisle, Lk ve Lk Slnlfl fonksiyonlarl araslnda bire-bir 

bir karSl1ama vardlr, Bu nedenle~ kuvazikonform homeomorfizmalarda 01-

dugu gibi (SolUm II), gosterilis formU1U (3.9) f(z) fonks;yonunun fl 

kompleks dilatasyonuna ba01111g1nln incelenmesinde kullanllabilir. 
co 

fl € Lk olsun, \101, 1\1011 < l/ks kosulunlJ gercek1eyen bir kompleks 

parametre olmak Uzere dUzlemin, kompleks dilatasyonu \IoIfl alan, (3.1) 

normalizasyonunu gereekleyen ve f(z,w) ~ co de~erini yalnlz z = co 

iein alan kuvazimeromorf f fonksiyonlarl cUmlesini gOlonUne alallm. 

<Pi( ,w) ile (3.9) gosterilis formU1Unde \IoIfl ye karSl11k olan <Pi 

fonksiyonunu gosterelim. <Pi( ,w) = <Piwi oldu~undan, gosterilis for

mUlti (3.9) bu takdirde, 

co 

(3.20) f (z ,VJ) ::: 2.P -:. L T <p i (z ) \!II i 
1:::1 

seklini a11r. Seri Iw[ < l/k dairesinin her kapall alt cUmlesinde dUzgUn 
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yaklnsaktlr. 0 halde, w ~ f(z,w) fonksiyonu her sonlu z icin 

Iwl < 11k bolgesinde analitiktir (holomorf). ~n)(z,w) ile f( ,w) 

fonksiyonunun n nci tUrevinin bir z E 0* noktaslndaki de§erini, 

an(w) ile kuvvet serisi katsaYl1arlnl gosterirsek s (3.20) formU1Unden 

ZEO~': icin w~f(n)(Z9W)S 11::1,2 •... fonksiyon1anve w~an(w) 

fonksiyonlar1n1n da analitik oldugu Clkar. 

Bu sonuca dayanarak ve Ik slnlfl fonksiyonlarl icin verilen 

Alan teoreminin ispat yontemi [13J kullanllarak, 

defa Alenicyn [2J taraflndan verilen, Alan teoreminin yeni bir ispatl 

asaglda verilmistir, 

Gercekte, Alenicynlnin Alan teoremi Ik slnlflndan daha genis 

bir fonksiyon slnlfl icindir, 

00 

ALAN TE'ORE'Mt. f(z) ~ zP + I anz- n E I P 
1 k 

olsun. o takdirde, 

00 

(3,21) 

di r. E$itlik 

i 1 zl > 1 ic in zP + ke i8 z-p 

( 3.22) f(z) ::: 

1 z I < 1 ic;:in zP + ke i8zP 
i 

fonksiyonlan lcin gerceklenir. 

N keyft pozitif bir tam say' olmak Uzere, 

jfadesini gozonUne alallm. Her Ik o < k < 1, slnlfl kapall normal 
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N 
aile oldugundans L nlanl2 ifadesini LP icinde maksimum kllan bir 

1 k 
fk fonksiyonu vardlr. w, fk ekstremal fonks;yonunun kompleks dilatas

yonunu gostersin, f( .w) fonksiyonu; w~ Iwl < 1, kO$ulunu gercek

leyen bir kompleks say, olmak Uzere 9 dUzlemin, kompleks dilatasyonu 

hemen hemen her yerde w '" ww/k ya esit olan, (3.1) normalizasyonunu 

gercekleyen ve yalmz z:: 00 icin 00 degerini alan kuvazimeromorf fonk

siyonu olsun. an(w), n:: 1,2,... f( ,w) fonks;yonunun kuvvet serisi 

katsaYllarlnl gostersin. w + an(w) fonksiyonu Iw! < 1 de analitikdir, 

L~ slnlfl yalnlz Z + zP fonks;yonunu icerdiginden, w:: 0 icin Slflr 

01 ur. 

an(k) ~ n ~ 1,2 9 "" fk ekstremal fonksiyonunun kuvvet serisi 

katsaYllarlnl gostermek Uzere~ 

(3.23) 

I an (k) 1 a 

1 an(k) 0 0 

tanlmllyallm. 0 takdirde, 

N 
(3.24) F(\v):: L n bn a~(w) 

n",l 

icin (I an(k) 12 )/( (an(k))2) 

icin o 

fonksiyonu Iwl < de analitikdir ve w = 0 noktaslnda ikinci merte-

beden slflrl vard,r. 

kull aml arak 

LP slmf'j icin bilinen alan teoremi, Lnlan!2.::. p [4J. 
1 
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bulunur. F fonksiyonuna Schwarz Lemmasl uygulanlrsa, 

Clkar. VJ::: k ie-in iI::; 11 dUro 0 halde w - k l'c,'n (3 23) (3 <)4) 
t-' I--' ,- • 9 .'- • 

(3.25) den 

bulunur. fk fonksiyonu E~ icinde ekstremal fonksiyon oldu~undan ve 
K 

N keyf' al1ndl§lndan g (3.21) elde edilir. 

SOnLl£}.3. (3.21) Alan esitsizli~inden hemen 

oldu§u g~rU1Ur. Esitlik (3.22) fonksiyonu icin gerceklenir. 

EP sln,f,nda tanlmlanmlS bir analitik fonksiyonel olsun. 
1 

E~ slnlflnda tanlmlanml$ bir analitik fonksiyonel her E~ o < k < 1~ 

S1nlflnda da tanlmlldlr. Bir analitik fonksiyonel sUrekli oldu§undan 

ve E~ ve E~ slnlflarl kapal1 normal aile olduklarlndan, 

slnlflarlnda 1~(f)1 en bUyUk deqerini allr. 

olsun. 

M(k) = mex !¢(f)1 
fdP 

k 

M(l)::: maxl~(f)1 
fdP 

1 

EP ve 
k 
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M(k) [O~lJ arallglnda azalmayan bir fonksiyondur. 

Kuvazikonform homeomorfizmalar icin Lehto taraflndan verilen 

Majorant prensibi (B~lUm II) kuvazimeromorf fonksiyonlar icin asa~l

daki sekli allr: 

Teorem 3.4. 

slflr clan bir analitik fonksiyonel olsun. 0 takdirde, 

(3.26) M ( k) ~ kM ("l ) 

dir. Esitlik k nln s 0 < k < 1, bir degeri icin gerceklendiginde, 

k nln [O~l) arallglndaki her degeri icin gerceklenir. 

~~t. Tamamen ikinci bolUmde verilen Majorant prensibinin 

jspatlna benzer tarzda yUrUtU1Ur, 

S~(oo) ile genisletilmis dUzlemin, 0 birim dairesinde analitik 

alan, z ~ 0 icin 

(3.27) 

normalizasyominu gercekleyen ve f(z):: O~(XJ degerlerini yalmz; SlY'O

slyla~ z = 0.00 noktalarlnda alan f k-kuvazimeromorf fonksiyonlarl 

Slnlf1nl gosterelim. 

2) 0 (zp+~) no tasyonu, zl?H ile bol iindiigunde, z::: 0 ~n dolay~nda 
s~n~rl~ olan bir ifadeyi gostermektedir. 
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B~lUm IIlde oldu~u gibi, Sk(oo) dUzlemin, 0 birim dairesinde 

konform olan~ f(O):: 0, fl(O) .. 1 normalizasyo'nunu gereekleyen, ve 

00 noktaslnl sabit blrakan f k-kuvazikonform homeomorfizmalarl slnlfl-

n1 g~stersin. 

Asagldaki teorem, Sk(oo) Slnlfl lein bilinen bazl sonUelarl 

Sk(OO) 9 k < l~ Sinif, fonks;yonlarlna aktarmakta kullanllabilir. 

Teorem 3.5. S~(OO) slnlflna ait bir f fonksiyonunun h E Sk(oo) 

olmak Uzere 

(3.28) 

seklinde tek bir gosterili$i vardlr. 

ispat. olsun. Teorem 3.1 de oldu~u gibi f fonk-

siyonunun h E F bir polinom olmak Uzere 

f :: F oh 

seklinde bir ayrl11S1 oldugu gosterilebilir. f fonksiyonu slflr dege

rini yalnlz slflf noktaslnda aldlglndan ve (3.27) normalizasyonunu ger-

eeklediginden 

d i r. 

f E S~(oo) olsun. f fonksiyonunun (3.27) normalizasyonu nede

niyle 0 bolgesinde 

fez) :: zP + b zP+l + ..•.• 
p+l 
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seklinde seriye aCl11ml vardlr. 

Teorem 3.6, -- "', 
f E: olsun. o takdirde 

dlr. Esitlik ancak ve ancak 

icin 

icin 

fonksiyonu iCln gerceklenir. 

~at. Teorem 3.5. ye gore h(z) = [f(z)J1/p E Sk(ro) dir. 

Burada h(z) fonksiyonunun, z = 0 dolaYlndaki aCl11ml 

h(z) 
b + 

;:; Z + ~ Z2 + 

P 

b 
[ n+2 + _,_(_, __ 1)b2 J 3 •••• 
~ Z + 

P 2p P p+l 

olacak sekildeki dall secilmistir. ibp+,/p 12. 2k ([10J, Sonuc 3) 

oldugundan (3,29) esitsizligi elde edilir, 

f E SP(ro\ olsun, 0 takdirde, F(z) = l/(f(l/zP+l)l/p+l) ile k ) 

tanlmlanan F fonksiyonu bir z~ (0) = {f E Z~I yalnlz Z = 0 icin f(z) = O} 
.'. 

slnlf,ndadlr ve On bolgesinde 

b 
F(z) ~ zP - _~ Z-l'+ 

p + 1 

seklinde seriye aClllml vardlr, 0 halde, (3.29) esitsizligi kullanl1arak 
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I B, I 
b 

:: I----E±ll < ~ 
P+l -P+l 

bulunur. 

Goluzin [4J, I~ Slnlflna ait ve 0* b51gesinde slflrl olmayan 

f(z) = zP + E anz- n fonksiyonlarl lein 
1 

la,!1 < ~ 
p + , 

oldugunu ispatlamlstlr. Burada Ust Slnlf kesindir, 

Bu dUsUncelere gores (3.14) asimtotik Ust Slnlrlnln~ her k, 

o < k < 19 iein I~ Slnlflnln D* bolgesinde slflrl olmayan f fonk

siyonlarl iein kesin Ust Slnlf oldugunu tahmin ediyorum, 

3.7. Yogunluk Problemi 

L: 1 o < k < 1 ~ ve I slmflan So 1 Um II I de tammland1g1 gibi 
k9 -

01 sun. Ii Sln1flan I slnlf,nda yogundur. Diger bir deyisle~ her 
k 

f E I fonksiyonu~ fn bir Ii 
~ o < kn < 1 9 Slnlflnln elemanl olmak 

k 
Uzere, bit {fn} dizisinin limitidir. Bu, SU sekilde gorUlebilir: 

f E L: olsun. olmak Uzere~ limiti lim rn ~ 1 olan 

bir dizi olsun. Z E D* iein fn(z) = f(rnz)/rn fonksiyonlarln1 alallm. 

Birim dairenin fn ile tasviri bir analitik e§ri oldu~undan ve birim 

dairesini bir kuvazikonform e~ri ile slnlflandlfllml$ bir b~lgeye tasvir 

eden bir yal1nkat fonksiyon dUzlemin bir kuvazikonform tasvirine genis

letilebil~ce~jnden, her fn fonksiyonu dUzlemin bir kuvazikonform 
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& 

tasvirine genisletilebilir. On b~lgesinde lim fn(z) = f(z) dir. 

Benzer olarak, E~, 

yogun olup olmadlg1 sorulabilir, f E ~p 
1 lim rn = 1 

alan bir dizi olsun. Yukarlda oldu~u gibi, Z E D* icin fn(z) = f(rnz)/rn 

fonksiyonlarlnl tanlmllyallm. Bu halde~ fn fonksiyonunun dUzleme 

kuvazikonform olarak genisletilip genisletilemiyece~i; genisletilebilmis 

olsa bile, bu genislemenin bir k < 1 icin EP slnlflna ait olup 01-
k 

mayacag, bilinmemektedir. 0 halde asa§1daki problemler aClktlr. 

Problem 1. f E E~ olsun. Dr = {zllzl > r > 1} olduguna g~re, 

flo fonksiyonu dUzleme kuvazikonform olarak genisletilebilirmi? 
r 

Tahminim f fonksiyonunun kuvazikonform olarak dUzleme genis-

letilebilecegidir, 

Prob1e~ 2. ~p Slnlflarl ~~ Slnlflnda yo~unmudur? Tahminin 
k 
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