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OGZET

Bu calismanin amaci, dizlemin kismen konform olan kuvazikonform homeo-
morfizmalari ile ilgili baz1 sonuglari, diizlemin kismen anaiitik olan kuvazi-
meromorf fonksiyonlarina genellestirmektir.

Burada sunulan c¢alisma l¢ bolumden olusmaktadir. Birinci bolimde, ku-
vazikonform tasvirlerin tanimi ve bazi temel ozellikleri verilmistir. Ikinci
bolimde, diizleme kuvazikonform genislemesi olan yalinkat fonksiyonlar ile ilgili
ekstremal problemlerin ¢tzimiinde kullanilan ve Majorant prensibi olarak bilinen
bir genel esitsizlikten kisaca bahsedilmis, lclinci bolumde kullanilan bazi no-
tasyon ve kavramlar verilmistir.

Bu calismanin Ozgiin kismini olusturan iclinci bolumde,

1. genisletilmis duzlemin, |z| > 1 bolgesine kisitlamas1 meromorf olan,
]im(f(z)-zp) = 0, p € N, normalizasyonunu gercekliyen, f(z) s = de§erini yainiz
§+i ~ noktasinda alan k-kuvazimeromorf f fonksiyonlari sinifi, ZE, gozoniine
alinarak,

a) ZE sinif1 fonksiyonlari ig¢in, Faber polinomlari cinsinden bir goste-

rilis teoremi (ayrilis teoremi) ispatlanms,

b) f(z) fonksiyonunu u = fi/fz kompleks dilatasyonu cinsinden ifade

eden bir gosterilis formili ¢cikarilmis,

¢) bu formul kullamlarak, k~0 icin, f(z), |f(0)| ve f fonks iyonunun

kuvvet serisi katsayilar |an| icin kesin asimtotik tahminler bulunmus,

d) gosterilis teoremi kullanilarak, f fonksiyonunun |a1| katsayist i¢in

asimtotik olmayan (her k, O<k<l, i¢in gecerli olan) bir kesin ust
sinir bulunmus,

e) gbsterilis formilu kullanmilarak, f(z) fonksiyonunun u kompleks dila-

tasyonuna analitik bagli111§1 incelenmis ve buna dayanarak, ilk defa
Alenicyn tarafindan verilen Alan teoreminin yeni bir ispati verilmis,

f) kuvazikonform homeomorfizmalar ic¢in verilen Majorant prensibinin bir

genellestiriimesi verilmistir.

2. Genisletilmis dUz]emin,lzl < 1 dairesinde analitik olan, z= 0 i¢in
f(z) = zP + o(zP*1 ) normalizasyonunu gercekleyen, f(z) = 0,~ dederini yalniz,
sirasiyla, z = 0,0 noktalarinda alan f k-kuvazimeromorf fonksiyonlari, SE(w),
sinif1 gozbniine alinarak,

a) SE(@) s1nif1 fonksiyonlari icin, bir gosterilis teoremi ispatianmis,

b) bu gbsterilis teoremi kullanilarak, f fonksiyonunun |b_, | kuvvet

p+1
serisi katsayisi icin bir kesin tahmin bulunmustur.

Ayrica, bu calismada baz1 ilging acik problemier de ortaya ¢cikmis, bun-
Tardan ikisi tanimlanarak, calismanin sonunda sunulmustur.
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KULLANILAN SIMGELER

Kompleks kismi tlrevier

o dodrultusundaki tilirev

Bileske fonksiyonu

Jakobiyen

Lebesque alan ol¢lsl

Hilbert transformasyonu (18)%

Hilbert transformasyonunun LP-normu (18)

k? ile boliundligiinde k = 0 dolayinda sinirla bir ifade.

(z - z,) ile bolundiginde, 2z - z, icin sifira giden
bir ifade

Kompleks diiatasyon (8)

Essential supremum

Yalinkat meromorf fonksiyonlar sinifi (3)

Yalinkat holomorf fonksiyonlar sinifi (3)
k~kuvazikoenform homeomorfizmalar sinifiar1 (16, 24)

p-degderli meromorf fonksiyonlar sinifi (28)

p-dederli k-kuvazimeromorf fonksiyonlar siniflari (26, 40).

Parantez ig¢indeki sayi, simgenin g¢alismada tanimlandigi sahife numarasini

géstermektedir,



GIRIS

Kuvazikonform tasvirier teorisi tam elli yasindadir. Kuvazi-
konform tasvir tanimi ilk defa Herbert Gritzsch [7] tarafindan dfffeo—
moffizma]ar icin verilmistir. Bir diffeomorfizma sonsuz kii¢ik bir
daireyi sonsuz kiiclik bir elipse tasvir eder. Tasvir elipslerinin ek-
senlerinin orani diizglin sinirlt ise tasvir kuvazikonformdur. Ayni
simif fonksiyonlar 1935 y1linda M.A, Lavrentief [8] tarafindan, fakat
kismi tlirevii diferensiyel denklemler acisindan incelenmistir. Kuvazi-
konform tasvirlerin konform tasvirlerin bir-genellestirilmesi olarak
ele alinmas1, kendi i¢inde iiginc otan pek cok ekstremal problemin in-
celenmesine yol acmistir, Kuvazikonform diffeomorfizmalar sinifinin
kompakt olmamast, bunun problemlerin ¢tziimiinde sakinca olusturmasi ne-
deniyle, kuvazikonformluk tanimi1 daha sonra homeomorfizmalar i¢in
genisletilmistir.

Kuvazikonform tasvirlerin, yeniden yeni bir arastirma sahasi ola-
rak dogusunu Oswald Teichmiiller [22] in 1939 yilinda yayinladidi Unlu
calismasina bor¢luyuz., Teichmiiller gostermistir ki, kuvazikonform tas-

virin ekstremal problemi, Riemann ylizeylerine uygulandidinda, ylizey



izerindeki holomorf kuadratik diferensiyeller ile siki iliskilidir. Boy-
lece, konform olmayan tasvirlerle ilgili bir problem holomorf diferen-
siyeller cinsinden ifade edilebilen bir ¢Ozime ulasmaktadir. Ayni
¢alismada Teichmiiller, daha sonra Teichmiller uzaylari teorisi olarak
adlandirilan teorinin temelini atmistir. Kuvazikonform tasvirler teo-
risinin, Riemann ylizeyleri, Teichmiiller uzaylari, Fuchsian ve Kleinian
gruplara kadar varan dogrultusundaki gelisiminin temelini Teichmiller'in
bu ve daha sonraki calismalari olusturmaktadir [23, 24].

Dizlemdeki kuvazikonform tasvirler teorisine, n-boyutlu Reel uzayda
karsilik olan, kuvaziregliler tasvirler teorisi olarak bilinen, ilging
acik problemlerle dolu bir teori vardir. Bu teorinin kurulmasi F. Gehring
ve J. V4is4T4'nin calismalart ile olmustur denilebilirl). Kisa bir zaman
once, S. Rickmann kuvaziregliler tasvirler icin deder dadilimi teorisini
kurmay1 basarmis, Picard teoreminin kuvaziregiiler tasvirler ic¢in bir
genellestirilmesini ispatlamistir [17, 18,19, 20 1.

Dizlemin kismen konform olan kuvazikonform homeomorfizmalari son
yillarda blylk bir ilgi gormiistiir. Bunun baslica iki nedeni vardir.
Birincisi, bu tasvirler Teichmiiller uzaylarina yeni bir tanim getirmek-
tedir. Bu tanimin getirdidi pek cok problem L. Ahlfors [1] ve 0. Lehto [11
tarafindan sistemli bir sekilde incelenmistir. Ikinci olarak, bu tasvirler
yalinkat fonksiyonlar teorisine, diizleme kuvazikonform genislemesi olan
yalinkat fonksiyonlar acisindan Snemli gelismeler getirmistir. Calisma-

larda basiica iki sinif gbzdniine alinmistir:

1) F, Gehring ve J. VHis814'nin listelenmesi gli¢ olacak pek ¢ok ¢alismasi
vardir. Ancak, [26] No.lu kaynak bu caligsmalarin derlenmesinden olu-

san bir kitaptir,



£ Samifi: |z| > 1 bdlgesinde yalinkat meromorf olan,

Tim(f(z) = z) = 0 ile normalize edilmis f fonksiyonlari sinifi,
Z-»00

S Sinafi: |z| <1 dairesinde yalinkat ve holomorf olan,

f(0) = 0, f'(0) = 1 dle normalize edilmis f fonksiyonlari sinifs,

Her iki halde de, fonksiyonlarin genisletilmis diizleme bir kuvazikon-
form genislemesinin var oldugu kabul edilmistir., Geometrik acidan bu

su demektir: GOzonune alinan fonksiyonlar, birim daireyi kuvazikonform
egri denilen bir edri ile simirlanms bir bolgeye tasvir eder. Bir
kuvazikonform edri, bir cemberin diziemin bir kuvazikonform homeomor-
fizmas1 ile tasviri olarak tanimlanir. Tersine, f fonksiyonu, birim
daireyi bir kuvazikonform edri ile sinirlanmis bir bGlgeye tasvir eden
bir yalinkat fonksiyon ise, f diizleme kuvazikonform olarak genisletile-
bitir,

Yalinkat fonksiyonlar ile ilgiii pekgok ekstremal problem, diizleme
kuvazikonform genislemesi olan yalinkat fonksiyoniar i¢in incelenmis,
kuvazikonform genisiemenin varlidinin, ekstremallerin dzellikleri lize-
rinde biylik etkisi oldugu gorilmlstiir.,

Dlizlemde kuvazikonform fonksiyonlar izole noktalar disinda yerel

kuvazikonform homeomoyrfizmalardir. Bu nedenle, kuvazikonform fonksiyon-

lar kuvazikonform homeomorfizmalarin temel Gzelliklerini tasiriar.
Duzlemin kismen analitik olan kuvazimeromorf fonksiyonlari

tzerinde i1k calisma Alenicyn [2] tarafindan yapiimistir. Alenicyn bu

fonksiyon sinifina ait bir Alan teoremi ispatlamistir,



Burada sunulan calisma Uc bdliumden olusmaktadir. Birinci boilimde,
kuvazikonform tasvirlerin tanimi ve baz1 temel 0zéllikleri verilmistir,
Ikinci bolumde, diizleme kuvazikonform genislemesi olan yalinkat fonksi-
yonlar ile ilgili ekstremal problemlerin ¢ozimiinde kullanilan ve Majorant
prensibi olarak bilinen bir genel esitsizlikten kisaca bahsedilmis, Uclnci
bolumde kullanilan baz1 notasyon ve kavramlar verilmistir,

Oclincli bo1Um bu calismanin Gzglin kismint olusturmakta olup, 1975
yi1lindanberi Uzerinde calismakta oldudum, diizlemin kismen analitik olan
kuvazimeromorf fonksiyonlary ile 11gili, bugline kadar elde etmis oldugum
sonuglardan olusmaktadir, Amag, diizlemin kismen konform olan kuvazikon-

form homeomorfizmalari ile i1gili bazi sonuclari, diizlemin kismen anali-

tik olan kuvazimeromorf fonksiyonlarina genellestirmektir. Bu bolimde

baslica iki fonksiyon sinifi incelenmistir.

1. Genisletilmis dizlemin, |z| > 1 bolgesine kisitlamas1
meromorf olan, 1im(f(z) -z =0, p e N, normalizasyonunu gercekliyen,
2+

f(z) = » degerini yalniz z = » noktasinda alan k-kuvazimeromorf f

fonksiyonlari sinifi, ZE , gozbniine alinarak,

a) ZE sinifi fonksiyonlart i¢cin, Faber polinomlari cinsinden

bir gdsterilis teoremi (ayrilis teoremi) ispatianmis,

b) f(z) fonksiyonunu u = fi/fz kompleks dilatasyonu cinsinden

ifade eden bir gosterilis formili c¢ikariims,



c) bu formil kullanilarak, k= 0 ig¢in, f(z) , |f(0)] ve
f  fonksiyonunun kuvvet serisi katsayilari |a,| ic¢in

kesin asimtotik tahminier bulunmus,

d) gosterilis teoremi kulianilarak, f fonksiyonunun |a,
katsayisi i¢in asimtotik olmayan(her k, 0 < k < 1, igin

gecerii olan) bir kesin Ust sinir bulunmus,

e) gosterilis formuii kullanilarak, f(z) fonksiyonunun v
kompleks dilatasyonuna analitik badii111§r incelenmis ve buna
dayanarak, ilk defa Alenicyn tarafindan veriien Alan teoremi-

nin yeni bir ispati verilmis,

f) kuvazikonform homeomorfizmalar i¢cin verilen Majorant prensi-

binin bir genellestirilmesi verilmistir.

2. Genisletilmis diizlemin, [z] < 1 dairesinde analitik olan,
z -0 dcin f(z) = 2P + o(zP*") normalizasyonunu gercekleyen, f(z) = 0,
dederini yainiz, sivasiyla, z = 0,0 noktalarinda alan f k-kuvazime-

romorf fonksiyoniari. Si(w), sinif1 gozonlne alinarak,

a) SE(w) sin1f1 fonksiyonlari icin, bir gésterilis teoremi

dspatlanmis,

b) bu gosterilis teoremi kullanilarak, f fonksiyonunun lbp+1|

kuvvet serisi katsayisi icin bir kesin tahmin bulunmustur.

Ayrica, bu calismada baz1 ilgin¢ acik problemler de ortaya ¢ikmis,

bunlardan ikisi tanimlanarak, calismanin sonunda sunulmustur,



I. KUVAZIKONFORM TASVIRLER

Bu bdlumde kuvazikonform tasvirlerin tanimi ve bazi temel ozel-
Tikleri verilecektir.

Kuvazikonform tasvir tanimi, ilk defa 1928 yilinda Herbert
Grotzsch [6] tarafindan diffeomorfizmalar icin verilmistir. Bu nedenle,
asadida i1k ©nce Grotzsch sinifi kuvazikonform tasvirlerin (kuvazikon-

form diffeomorfizmalarin) tanimi verilecektir.

1.7. Kuvazikqnform‘Diffeomorfizma1ar

f fonksiyonu kompieks duiziemin sonlu B bolgesinin B' bolgesi
tUzerine bir diffeomorfizmasi olsun; yani, f:B - B' {izerine, bire-bir
bir tasvir, f fonksiyonu B bolgesinde, f fonksiyonunun tersi f~!

B' bolgesinde sirekli tiiretilebilir olsunlar.
2,25 € B icin
f(z) = flzg) + F,(z2o)(2 = 20) *+ F5(20)(Z = 2o) * o(|Z - 25])

y) Ve f3= (1/2)(Fy + ify)

Z=24= rel®  alalim, 3,f ile f fonksiyonunun o dogrultusundaki

dir, Burada f, = (1/2)(f, - if dir,

tirevini gosterirsek,



f(z, + rei“) - f(zg)

0

(1.1)  3,f(zy) = 1im

_ a f,(z5) + ff(z)e“Zi“
r~0 retd

olur.

Tanim 1,1, f:B - B' yonii koruyan bir diffeomorfizma olsun.

Her z ¢ B ic¢in
(1.2) max|9,f(z)| < K min{a,f(z)]
o o

ise f fonksiyonuna K-kuvazikonformdur denir,

fi Ky-kuvazikonform, 1 = 1,2, ve f, of; bileske diffeomorfiz-
mas1 tanimli ise, f, of, K;K,-kuvazikonformdur. Bundan baska, f
K-kuvazikonform ise, f~! fonksiyonuda K-kuvazikonformdur.

Tanimdan, bir diffeomorfizmanin ancak ve ancak konform ise
1-kuvazikonform oldudu goriilir.

Uygun yardimci Mobius dontisimi kullanilarak bu tanim o g B

veya « ¢ B' olmas1 durumuna genisletilebilir.

1.2. Beltrami Diferensiyel Denklemi

f:B - B yonU koruyan bir diffeomorfizma olsun. O takdirde,

f dontsiimiinin Jakobiyeni, her z ¢ B i¢in
(1.3) Je(z) = |F (2)|% - [fs(2)|? > O,

dolayisiyla f,(z) > 0 dir, 0 halde her z e B icin



(1.4) u(z) = 2

fonksiyonu tanimiidir ve siireklidir. Ayrica (1.3) den |u(z)| < 1 dir.
v fonksiyonuna f tasvirinin KOMPLEKS DILATASYONU denir.

u  kompieks dilatasyonunun basit bir geometrik yorumu vardir:

(1.1) den

max | 9,7 (zg) |

[f,(zo)| + [f3(z)]

o

(1.5)
minlguf(zo)] = !fz(zo)l " ‘fz(zo)[
o

oldugundan

maxiaaf(zo)i

o 1+ ‘U(ZQ)I

min|a flz)| - u(zo)]
[0

elde edilir. 0 halde, z, merkezli sonsuz kiciik bir daire eksenlerinin
oranm (1 + |u(ze)])/(1 = Ju(zy)|) olan sonsuz kiiciik bir elipse tasvir
olunur, Bundan baska, (1.1) den ]auf(zo)i nin maksimum degeri

1T, (z) (1 + Ju(zg)]) yi o= (1/2)arg u(z) dcin aldigr goriilir.

u  kompleks dilatasyonunun tanimy (1.4) bir diferensiyel denklem

olarak yorumlanabilir: YonU koruyan her f:B > B' diffeomorfizmasi bir

(1.6) fz =z ufz s ’U} <1 s

Beltrami diferensiyel denklemini gercekler,



0 halde, Tanim 1.1 su sekilde de verilebilir.

f:B >~ B' yoOni koruyan bir diffeomorfizma dlsun,

suplufz)| < K-
zeB K+ 1
ise f ye K-kuvazikonformdur denir. Bu halde, B' bdlgesinde tasvir
elipslerinin eksenlerinin orany diizgiin sinirlidir.
Kuvazikonform tasvirler teorisinde yalniz diffeomorfizmaiarin

gozonine alinmasinin bazi Snemli sakincalari vardir:

19) {f,} bir B bdlgesinin bir K-kuvazikonform diffeomorfizma-
Tar1 dizisi olsun. {fy} dizisi B nin her kompakt alt kiimesinde diiz-
giin olarak bir f fonksiyonuna yakinsasin. K =1, yani f, fonksiyon-
Tart konform ise, limit fonksiyonu f ya bir sabit, veygybir konform
tasvirdir., Fakat, K> 1 dse f bir K-kuvazikonform diffeomorfizma
olmayabilir. Diger bir deyisle, K-kuvazikonform diffeomorfizmalar sini-
f1 K> 1 d¢in kompakt dedildir.

20) suplu(z)| <1 kosulunu gercekleyen her siirek1i 1~ fonksiyonu

zeB
bir kuvazikonform diffeomorfizmanin kompleks dilatasyonu degiidir.

1.3. Kuvazikonform Tasvir]erjn Gene] Tanim

R={x+idy] a<x<b, c<y<d} bir dikdortgen, Iy, x
absisii R nin yatay kenarlarini birlestiren dikey dodru parcasi, ve
Iys y ordinatll R nin dikey kenarlarini birlestiren yatay dodru parca-

sin1 gostersin,
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Tanam 1.,2. f bir B bolgesinde tanimlanmis kompleks degerls
Stirek1i bir fonksiyon olsun. Her R, TR ¢ A dikddrtgeni icin 'f!IX
kis1tlamas1 hemen hemen bltin x ¢ (a,b) dic¢in mutlak slirekli, f[Iy
‘hemen hemen bitiin y ¢ (c,d) d¢in mutlak silirek1i ise, f fonksiyonuna

B bolgesinde dojrusal mutlak stirek1idirl) denir,

Dodrusal mutlak siirekli olan bir f fonksiyonunun hemen hemen her
yerdeZ) sonlu kismi tirevleri vardir ([9], Lemma I1I1.3.7).
Genel halde, kismi tirevlerin varligr fonksiyonun tiretilebilir

olmasini garanti etmez. Homeomorfizmalar i¢in bu durum dedisiktir:

Teorem 1.1. f:B + B' hemen hemen her yerde kismi tirevleri
olan bir hemeomorfizma olsun. O takdirde, f fonksiyonu B bolgesinde

hemen hemen her yerde tlretilebilirdir ( [9], Teorem II1.3.1).

ranim 1,3, f fonksiyonu sonlu bir B bOlgesinde tanimlanmis

sonlu kompleks dederli bir fonksiyon olsun,
19) f fonksiyonu DMS,

20y £ fonksiyonunun DMS olmasi nedeniyle varolan kismi tlirev-
leri f,, fs yerel olarak LP ye ait; yani, {lepg Ilep her kompakt

K ¢ B cimlesi lizerinden integre edilebilir

jse, f fonksiyonuna B bdlgesinde (genellestiriimis) LP-tiirevierini

(p > 1) haizdir denir,

1 Absolutely continuous on lines (ACL): Dogrusal mutlak strekli (DMS).

2)

Almost everywhere (a.e.): Hemen hemen her yerde (h.h.y).
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Holder esitsiz1iginden3) bir fonksiyonun LP-tiirevieri varsa,

g <p i¢in L9-tiirevierinin de var oldudu cikar,

v bir B Dolgesinde |[uf[_ = ess suplu(z)| <1 kosulunu

gercekleyen dl¢litebiiir bir fonksiyon olsun. (1.6) da oldudu gibi bir

(1.7) fz = uf,

Beltrami diferensiyel denklemini alalim., u , B bSlgesinde idantik olarak
s1fir ise, Beltrami diferensiyel denklemi Cauchy-Riemann diferensiyel denk-

lemine indirgenir,

ranim 1,4, f fonksiyonunun B bolgesinde L2—tUrev1eri var ve
fos fE kismi tlrevieri (1.7) denklemini hemen hemen her yerde gercekliyor
ise, f fonksiyonuna (1.7) denkleminin (genellestirilmis) Lz—cszmUdUr
denir,

y  fonksiyonunun s1fir 8lcull bir climle lzerindeki dederlerinin
degisimi (1.7) nin genellestiriimis ¢Oziminl etkilemiyecedinden, 1y nin

B de hemen hemen her yerde tanimli olmasi yeter.

Tanim 1.,5. (Genel kuvazikonform tasvirler) u bir B bblgesinde
|]ul|w_§ (K- 1)/(K+ 1) <1 kosulunu gercekleyen ol¢iilebilir bir fonk-
siyon olmak lizere, bir f fonksiyonu f? = uf, Beltrami denkleminin

2
L

B bdlgesinde bir homeomorfik ~=¢Ozimiyse, f fonksiyonuna K-kuvazi-

konformdur denir.

3) HSlder egitsizlidi, F, G >0, p>1, -‘:L-— + —;Z——» = 1 olmak tlizere
p q

JIFedo < ([SFP d0)1/P([f6T 40)1/2 dar.
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Boltum IT ve Bolum III de kuvazikonformluk derecesi i¢in K yerine

k= (K- 1)/(K+ 1) kullanilacaktir.

Beltrami diferensiyel denkieminin homeomorfik L2-cozimleri 1938
yilinda Morrey [15] tarafindan sistematik olarak incelenmistir. Fakat,
ancak yirmi y11 sonra Bers [3] Morrey'nin bu calismasinin kuvazikonform
tasvirlerie ilgisini ortaya ¢ikarmis ve iki farkii teori birlestirilmistir.

Kuvazikonform tasvirler teorisinin gelisimi ic¢inde verilen c¢esitli
tanimiar: Geometrik tanim ([91,1,§3), analitik tanim ([91, IV, §2) ve
bozmamak amaciyla burada diger tanimlardan bahsedilmeyecektir.

Kuvazikonform tasvir taniminin homeomorfizmalara genisletiimesiyle

su kazaniimis olur.

Teorem 1.2. {f,} B bolgesinde tanimlanmis K-kuvazikonform
homeomorfizmalar dizisi olsun. f,, dizisi B nin her kompakt alt cim-
lesinde bir f homeomorfizmasina dlizgiin yakinsarsa, f fonksiyonu
K-kuvazikonformdur ([91, Teorem 1.5.2.).

f fonksiyonu bir B bolgesinde K-kuvazikonform olsun. Teorem
1.1 e gore, f fonksiyonu B bdlgesinde hemen hemen her yerde tlireti-
lebilirdir. 0 halde, ||p|]oo < (K=1)/(K+ 1) <1 oldudundan, f

fonksiyonunun B bolgesinde hemen hemen her yerde

max|9,f(z)] < Kmin|a f(z)]
o o

esitsizligini gercekledidi kolayca goriliir. Ayrica, f kuvazikonform

tasvirinin J Jakobiyeni pozitifdir ([91, s.184, 185).
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f, B DbGlgesinde y&ni koruyan bir homeomorfizma olsun. f homeo-
morfizmas1 bir z € B de turetilebilir ve Jg(z) > 0 dise f homeomor-
fizmasina z noktasinda regiilerdir denir. O halde, B bdlgesinin bir

‘kuvazikonform homeomorfizmast . B de hemen hemen her yerde regiilerdir.

Bir B bolgesinin f homeomorfizmasinin L2-tiirevieri var ise,
f fonksiyonu alan GlcUsiine gbre mutlak stireklidir; yani, m Lebesque

alan 6lclsUnl gCstermek lizere A ¢ B ve m(A) = 0 ise, o takdirde

L1

m(f(A)) = 0 dir. Bundan baska, Jy f nin Jakobiyenini gdstermek lizere,

her ticlitebilir A ¢ B cimlesi icin

dir ({91, s. 150 ve s.131). 0 halde, bir kuvazikonform tasvir alan
olclisli s1f1r olan cumleleri, alan Glcusii s1fir olan ciimlelere tasvir

eder,

:B » B' kuvazikonform ve g, B' bolgesinde kuvazikonform oi-

sun. g of bileske fonksiyonunu gozcnine alalim. ve U

fsU
g
sirasiyla, f., g ve g of fonksiyonlarinin kompleks dilatasyonlarini

g of

gostersin, z, f(z), ¥ ve ¢ nin sonlu ve regiiler noktalari, ve g(f(z))
sonilu olsun. Kompleks dilatasyonun tanimindan hareketle, dodrudan dod-

ruya hesapla

uf(Z) +.ug(f(2)) e=21 arg f,(z)

(2)u (F(z))e77 2rg F(2)

(1.8) U (z) =
g of ]+pf
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bulunur. Kuvazikonform tasvirin s1fir alan §l¢uli climleleri korumass
ve hemen hemer her yerde regliler olmas1 nedeniyle, (1.8) denklemi B
boTgesinde hemen hemen her yerde gerceklenir,

g fonksiyonu B' bdlgesinde konform ise, B' de hemen hemen

her yerde ug = 0 dir. Dolayisiyla, (1.8) den B bolgesinde hemen
hemen her yerde

(z) = u (z)

\
LS of g

oldugu sonucu ¢ikar,

f ve g ayni bir B bglgesinin kuvazikonform tasvirleri ise,

(1.8) ifadesi, ¢ = f(z) olmak lizere

(1.9) LoD = Hg(2) - velz) 21 arg fy(2)

1 (2)u(2)

seklini alir ([91, s.184).
(1.9) formilunln su ilginc 6zel1i§i vardir: Sabit bir z ve
f(z) idcin (1.9) Bg(z) ye gore kompleks analitiktir, ve birim dairesinin

kendi lizerine konform tasvividir,

1.4. Belrami Diterensiyel Denkleminin Varlik ve Teklik Teorem]eri

Kuvazikonform homeomorfizmalarin Beltrami diferensiyel denklemi-
nin cozimleri olarak tanimianmasi; (1.7) diferensiyel denkleminin homeo-
morfik L2-¢ozimlerinin varitgi ve tekligi, kuvazikonform tasvirlerin u
kompTleks dilatasyonu cinsinden ifade ediiebilmesi gibi baz1 Gnemli prob-

lemleri ortaya cikarir.
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Teorem 1,3. (VARLIK TEOREMI) W bir B bdlgesinde |jul]|, <1
kosulunu gercekleyen 6lclilebilir bir fonksiyon olsun. B bdlgesinin
kompleks dilatasyonu hemen hemen her yerde u ye esit olan bir kuvazi-
konform hormeomorfizmasi vardir,

Yukaridaki genellikte Varlik teoreminin ispati 1957 yi1linda
Vekua [25] tarafindan verilmistir. Ayni yi11 Bers [3] Varlik teoreminin Murre
tarafindan 1938 yilinda ispatianmis olduduna dikkatleri ¢ekmistir. Bojarski
Varlik teorimini singliler integral transformasyonlar kullanarak daha ba-

sit bir sekilde ispatlamstir [1].

(1.9) formulinden hareketle kompleks dilatasyonun bir kuvazikon-

form tasviri konform doniisimler farki ile belirledigi bulunur:

Teorem 1.4, (TEKLIK TEOREMI)  f:B ~ B' kompleks dilatasyonu u
olan bir kuvazikonform tasvir olsun. O takdirde, B bolgesinin kompleks
dilatasyonu B de hemen hemen her yerde u ye esit olan her kuvazikon-
form tasviri, h fonksiyonu B' de konform olmak lzere h of seklin-
dedir;

Diger bir deyisle, f ve g B bolgesinin kompleks dilatasyon-
lart sirasiyla ug ve Mg olan iki kuvazikonform homeomorfizmasi olsun.

B de hemen hemen her yerde y = i ise, g of"! konformdur.

Ispat. (1.9) formiliinden Hoof? nin f(B) bolgesinde hemen hemen
her yerde s1fir oldudu ¢ikar. O halde g of™! tasviri 1-kuvazikonform,

yani konformdur.



IT. KUVAZIKONFORM GENISLEMESI OLAN
YALINKAT FONKSIYONLAR

Duzleme kuvazikonform genislemesi olan yalinkat fonksiyonlar ile
ilgili ekstremal problemlerin ¢oziminde baslica iki yontem kullaniimis-
tir. Birincisi, Schiffer tarafindan kuvazikonform tasvirler i¢in gelis-
tirilen varyasyon ydnfemigdigeri Lehto tarafindan verilen singliler in-
tegrallerin kullanilmasina dayanan bir yontemdir.

Bu ¢alismanin licincl bolumiinde verilen sonuclarin izlenmesine
kolaylik olmak lizere, burada ikinci yontemden kisaca bahsedilecek ve
lclncl bolumde kullanilan bazi notasyon ve kavramlar verilecektir. Daha

genis bilgi i¢in [11, 12, 13, 5] calismalarina basvurulabilir,

2,1, Iy Swnifa
r 1le genisletilmis duzlemin, D* = {z| |z] > 1} bdTgesinde

konform olan,

(2.1) Tim (f(z)-z) = O

£

normalizasyonunu gercekleyen k-kuvazikonform homeomorfizmalari sinifim

gosterelim.

- 16 -
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Tanmima gore, bir f e 5, fonksiyonu bir fs = uf, Beltrami
diferensiyel denkleminin homeomorfik LZ-czlimiidiir. Burada u kompleks
dilatasyonu ||uj|l_ <k <1 kosulunu gercekler. Ayrica, f tasviri-
nin D" bélgesinde konform olmas1 nedeniyle u kompleks dilatasyonunun
dayanag1l) {z] <1 bolgesindedir.

T, duzlemin (2.1) normalizasyonunu gercekleyen konform tasvir-
leri sinifidir, 0 halde, %, sinifinda yaimz z -+ z fonksiyonu bu-
K 0<k <1,

lunur, I = [flpalf e 2} olsun. 0 takdirde, her 3
D* biéigesinin (2.1) normalizasyonunu gercekleyen yalinkat meromorf

sinifi,
fonksiyoniarit sinifi1 Iz tarafindan icerilir, Diger taraftan, Zé sinif-
lar1 ¢ sinifinda yodundur, Diger bir deyisle, her f e & fonksiyonu
fy € ang k, < 1, ~olmak lizere bir {f,} dizisinin Timitidir?),

Z sinifina ait bir f fonksiyonunun u komplieks dilatasyo-
nunun dayanagi siniriidir, Bu dzellik esas olmak lzere, Bojarski yGn-
temi kullantlarek I, simfi fonksiyonlary i¢in bir gosterilis formili

crkariimistir (L111,1V.2):

Teorem 2.1. T e I Ve U f fonksiyonunun kompleks diltatasyonu

olsun. 0 takdirde,

(2.2) f{z) =2+ T To,(2)

dir. Burada, ¢, = u s Op = H(bnm-is flz 25350aes

i e T i

1) Support: Dayariak.

2) vakinsaklik kiresel metriktedir.
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o, (z)
(2.3) Tog(z) = - Lo sr L2 dedn, Ho (2) = - s dzdn
T g -z ‘ 0 (z - 2)?

dir. Integraller bitln diizlem lizerinden alinmistir. Seri biitiin diiz-
lemde diizglin yakinsaktir,

(2.3) de sagdaki integralle tanimianan H Tlineer transformasyo-
nuna HILBERT TRANSFORMASYONU denir ([9], IIL, §7). p>2 idcin H

transformasyonunun LP-normu

HIT, = sup{] Hop ]
ST P
her p > 2 1d¢in soniudur (Calderon-Zygmund esitsizlidi). ||H|[p p nin
stirek1i bir fonksiyonudur, p + 2 ig¢in ||H||p -~ 1 dir ([91,s.214; [11],
5.106, 5.113-115).

L ile, dayanagr |z| <1 de olan, |lu|l,<k <1 kosulunu
gercekleyen kompleks dederii Olclilebilir u fonksiyonlari sinifini gos-
terelim, u e Lz ise, Beltrami diferensiyel denkleminin Varlik teore-
mine gbre dizlemin, kompleks dilatasyonu hemen hemen her yerde u ye
esit olan bir f k-kuvazikonform homeomorfizmasi vardir. Teklik teo-
remine gore £ homeomorfizmasi diizlemin konform tasvirlerine bagli ola-
rak, yani bir Mobius donUsimii farkiyla belirlenir, (2.1) normalizasyonu
nedeniyle f e I tektir. 0 halde, I, simif1 fonksiyoniar: ile L?
sinif1 fonksiyonlari arasinda bire-bir bir karsilama vardir. Bu nedenle,
bir f ¢ Zy, fonksiyonunu u kompleks dilatasyonu cinsinden ifade eden

(2.2) gosterilis formili f(z) fonksiyonunun wu kompleks dilatasyonuna
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bagli11ginin incelenmesinde kullanilabilir.

B diuzlemin sonlu bir bolgesi olsun. Her w e B igin, dayanagi
lz| <1 deolanve ||u ( ,w)||l, kosulunu gercekleyen bir Glclilebilir
u( ,w) forksiyonu var olsun. Beltrami diferensiyel denkleminin varlik
ve teklik teoremlerine gore her u{ ,w) i¢in dlizlemin, kompleks dila-
tasyonu hemen hemen her yerde u{ ,w) ya esit olan ve (2.1) normalizas-
yonunu gercekleyen tek bir f( ,w) kuvazikonform homeomorfizmasi vardir,
0 halde, her sonlu,sabit z i¢in w > f(z,w) B bolgesinde kompleks
dederli bir fonksiyondur. f(n)(z,w), f( ,w) fonksiyonunun z ¢ D*
igin n rnci  tlrevini vé ap(w), f( ,w) nun D* bolgesindeki kuvvet
serisi katsayilarint gOstersin. (2.2) formilini kullanarak Lehto [11]

asadidaki teoremi ispatlamistir.

Teorem 2,2, u(z, ), her sonlu z i¢in B bolgesinde w nun
bir analitik (holomorf) fonksiyonu olsun. O takdirde, w - f(z,w) her
sonlu z idcin analitiktir. Bundan baska, w - (" (z,w), n = 1,2,...,
z ¢ D¥, fonksiyonlari ve w - ap(w), n=1,2,..., fonksiyoniari B

bolgesinde analitiktir.

2.2. ¥ Simifi I¢in Majorant Prensibi

Lehto [11] Teorem 2,2. yi kidsik fonksiyonlar teorisinin esas
teoremlerinden Schwarz Lemmasy ile birTikte kullanarak MAJORANT prensibi
olarak bitinen bir genel esitsizlik vermistir. Bu esitsizlik kullani-

larak = sinifinda bilinen bazi sonuglar Iy sinifina aktarilabilmektedi
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Tanim 2.1, (Analitik fonksiyonel) f e L olsun. I sinifinda
bir o analitik fonksiyoneli, f fonksiyonunun sonlu sayidaki kuvvet
serisi katsayilarina, f fonksiyonunun, f nin tiirevleri £(n)
n= 1,2,...,K, fonksiyoniarinin verilen soniu sayidaki noktalardaki
dederlerine gore kompleks dederii analitik bir fonksiyondur,

Bir analitik fonksiyonel slireklidir; yani, f bir {f,} dizisi-
nin dizgilin bir 1imiti ise, Tim o(f,) = o(f) dir.

¥ sinifinda tanimlanan bir analitik fonksiyonel her Zé sini-
finda da tanwmlidir. I ve ZQ kapali normal aile olduklarindan3)

ve & siirekli bir fonksiyonel oldugundan, [&(f)| yi £ ve % sinif-

k
Tarinda maksimum kilan f fonksiyonlari vardir.
M(k) = max|o(f)| ve M(1) = max|®(f)]
fel ' feX o
k
yazalim., M(k) [0,7] araliginda azalmayan bir fonksiyondur,
Ayrica, M(k) [0,1] araliginda slreklidir [5].
Marjorant Prensibi. o, ¥ sinifinda tanimlanms f(z) = z

icin st1fir olan analitik bir fonksiyonel olsun. O takdirde,

(2,3) de esitlik k nin, 0 <k <1, bir degeri i¢cin gerceklen-

diginde k nin her deGeri icin gerceklenir,

3)

Kiresel metrikde diizgin yakinsaklidga gdre.
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Ispat. 0 < k < k' 5_1 olacak sekilde k ve k' sayilarini
secelim, fy e ZQ keyfi bir fonksiyon, ), nin Kompleks dilatasyonu
u olsun. w, |w| < k'/k kosulunu gercekleyen bir parametre olmak
Uzere duzlemin, kompleks dilatasyonu hemen hemen her yerde wu ye
esit olan ve (2.1) normalizasyonunu gercekleyen k'-kuvazikonform f
homeomorfizmalarint gdzonine alalwm. |o(f)] < M(k') dir. Teorem 2.2 ye
gore, &(f) |w| < k'/k bolgesinde w ya analitik olarak baglidir,
w=0 d¢in feI,, vani idantik tasvirdir. (id) = 0 oldudu goz-
oniine alinarak Schwarz Lemma’s1 uygulanivsa

8{f)| w‘”fz" M(K*) wl
elde edilir. w=1 d¢in f = fi dirs f) ZE sinifinda keyfi bir

fonksiyon oidugundan,

miky < k MK
k=5

=

i

dir. k' =1 d¢in (2.3) elde edilir.

(2.3) esitsizligi bir k < 1 icin gerceklensin. f, fonksiyonu
L, cinde ekstremal ve fi nin kompleks dilatasyonu yp olsun. |w| < 1/k
olmak lizere, kompleks dilatasyonu hemen hemen her yerde wu, va esit olan
ve (2.7) normaiizasyonunu gercekleyen f fonksiyonlarint gdzdniine alalwm.
|o(f)| < M(1) oldugundan, Schwarz Lemma's1 uygulanarak [@(f)| < kM(1) w
bulunur, Fakat, burada esitlik w = 1 1i¢in gerceklenmektedir. O halde,

maksimum prensibine gore |w| < 1/k igin

(2.4) [0(F)] = KM(1)w
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olur. k' e [0,1) keyfi verilmis olsun. O takdirde, |w| = k'/k i¢in
fe Zé, (2.3) ve (2.4) den, f fonksiyonunun Zé de ekstremal oldugu
sonucuna varilir, Diger bir deyisle, (2.3) esitsizliginde esitlik bir
k € (0,1) ‘¢in gerceklenirse, k nin her dederi ic¢in gerceklenir,

Asagida, Sonu¢c 2.1, (2.3) esitsizliginin Teichmiiller uzaylar
teorisi acisindan Onemli bir uygulamasi oldugu ic¢in verilmistir. Sonug
2.2, ise lclincl bolimde kullanilacaktir.

f el olsun., f fonksiyonunun Schwarz tlrevi

o3 e

Sp = ,
P2 e

ile tanimlanir., f e T i¢in
(122 - 1)2] s¢(2)] < 6
dir (Kraus-Nehari teoremi).
Somug 2,1. T eI, olsun. 0 takdirde,
(1212 - 1)2] Se(2)] < 6k
dir, Tahmin kesindir.
Ispat, @(f) = (|z|* -~ 1)%S¢ olsun. @ idantik tasvir icin sifir

degerini alan bir analitik fonksiyonel oldugundan, (2.3) esitsizligini

uygulayarak, Iy icin
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(lz]? - 1)?|se(2)] < 6k

elde edilir. Esitlik

icin gerceklenir [10, 11, 147.

icin z + (k/z)

icin z + kz

f ez, olsun. f fonksiyonunun D* bblgesinde

b, , by
z z?

(2.6) 'iC(Z) = Z +

seklinde seriye a¢itimt vardir.

Sonug¢ 2, 2, fe Zk olsun,

2k

(2.7) Ibyl <
n o+ 1

dir. Tahmin kesindir.

Ispat. o(f) = b, (n

dir. (2.3) esitsizliai o(f)

b

n=1,2 icin

max |by,| < 2k
Dy n+ 1

n

0 takdirde, n =z 1,2 icin

1,2) alalim. n= 1,2 ic¢in mgxlbn] =

fonksiyoneline uygulanirsa,

bulunur. Esitlik n = 1 d¢in (2.5) fonksiyonu, n = 2 ic¢in

2

n+ 1
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lz] > 1 jcin (23/2 +_kz'3/‘°‘)2/3

3 =3
lz] <1 icin (z /2 4 k2 /2)2/3

fonksiyonu i¢in gerceklenir.

Uyarz. Sy(«) diziemin D = {z][z] < 1} birim dairesinde
konform olan, f(0) = 0, f'(0) = 1 normalizasyonunu gercekleyen ve
o noktasini sabit birakan k-kuvazikonform homeomorfizmalari sinifini
gostersin,

L ve Iy siniflar: yerine, sirasiyla, S ve Sk (=) siniflarm
alindidinda Teorem 2.2. ve Majorant prensibi S ve S () siniflam

icin de geceriidir [5].



III. p-DEGERLI KUVAZIMEROMORF FONKSIYONLAR

Bu bolimde genisletiimis dizlemin, kismen analitik olan normalize
edilmis kuvazimeromorf fonksiyonlari gG6zonine alinmis, diizlemin kismen
konform olan normalize edilmis kuvazikonform homeomorfizmalari ic¢in bi-

Tinen bazi sonug¢lar bu fonksiyonlara gene11estir11mistirl).

3.1, Zp Sini1fa
k e

Tanam 3.1. u  fonksiyonu B boigesinde |jul||_ <k <1
kosulunu gercekleyen glclitebilir bir fonksiyon olsun. Bir f fonksi-
yonu B bolgesinde slirek1i (kiiresel metrige gore) ve B bdlgesinde
fs = uf, Beltrami diferansiyel denkleminin genellestirilmis bir
szcszmU ise, f fonksiyonuna B bolgesinde k-kuvazimeromorftur
denir.

p  fonksiyonu B bolgesinde idantik olarak sifir ise, Beltrami
denkiemi, fz < 0, Cauchy-Riemann denkiemine indirgenir. Dolayisiyla,

f fonksiyonu B DbGlgesinde meromorftur,

1 Bu bélimde verilen sonuglarin bir kismi daha Snce vayimladidim

[6] No, lu kaynaktan alinmigtir.

- 25 -
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Tanim 3.2. Genisletilmis dizlemin, D bolgesine kisitlamas
meromorf olan,
(3.1) lim (f(z) -2") =0 , peN
ile normalize edilmis, f(z) = » degerini yalnmiz z = «» id¢in alan

k-kuvazimeromorf f fonksiyonlari sinifini zE ile gosterelim,

Teorem 3,1. ¥

i sinifina ait bir f fonksiyonunun, h ¢ Iy Ve

Fp, h fonksiyonunun p nci dereceden bir Faber polinomu olmak lizere,

(3.2) f = Fp oh

seklinde tek bir gdsterilisi vardir,

Ispat. T e Zi ve u, f fonksiyonunun kompleks dilatasyonu
olsun., Beltrami diferansiyel denkleminin varlik ve teklik teoremlerine
gore, diizlemin kompleks dilatasyonu hemen hemen her yerde u ye esit
olan ve (2.1) normalizasyonunu gercekleyen tek bir h kuvazikonform
homeomorfizmasy vardir. f ve h fonksiyonlarinin komplieks dilatasyon-

lar1 hemen hemen her yerde esit oldugundan, (1.9) formiilline gore

Fp = f oh™!

fonksiyonunun kompleks dilatasyonu diizlemde sifirdir. f ve h

Lz-tUrev1erini haiz olduklarindan Fp fonksiyonu L'-tiirevierini haizdir,
0 halde butiin diizlemde meromorftur. Dolayisiyla, rasyonel bir fonksi-

yondur, f(z) = « degerini yalmz z = «» 1i¢in aldidindan Fp fonksiyonu
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bir polinom, (3.1) normalizasyonu nedeniyle, p nci dereceden bir

polinomdur,

f fonksiyonunun D* bolgesinde (3.1) normalizasyonu nedeniyle
a, a

+
z z?

(3.3) f(Z) = Zp +

seklinde seriye acilimi vardir., 0 halde, h fonksiyonunun (2.6) sek-
linde seriye ac111m1 gozdniine alinirsa, D bilgesinde Fp(h(2))
fonksiyonu

N . *© ‘n
Fp(h(z)) = zp + nfj Cpnz

seklinde seriye a¢ildidindan Fp, h nin p nci dereceden Faber
polinomudur [16, 211, Faber polinomlarinin tek1igi nedeniyle, (3.2)
gosterilisi tektir,

Bunun sonucu olarak, ZE sinifina ait bir fonksiyon genisletil-
mis duzlemde her deferi tam p defa alir.

(3.2) den hemen f fonksiyonunun diizlemde, h ile tasviri Fp
fonks iyonunun tlvrevi Fé niin sifirlart olan noktalarin ve z = «

noktasinin disinda yerel homeomorf oldudu ¢ikar., O halde, f fonksi-

yonu izole noktalar disinda yerel kuvazikonform homeomorfizmadir,
i

.
meromorf oldugundan, =P sinif1 yalmz z -+ zP fonksiyonunu icerir.

Teorem 3,1. e gire % Iy dir. O=kuvazimeromorf fonksiyonlar

Zi ile, ayni zamanda, ZE sinifina ait f fonksiyonlarinin D*

bolgesine kisitiamalari olan f‘D* fonksiyonlarinin sinifini gosterelim.
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Zf D* bdlgesinin, her degeri p defa alan ve (3.1) ile nor-
malize edilmis meromorf f fonksiyonlari sinifi olsun. 0 takdirde,

z? sinifi, her Zi » 0< k<1 simfim icerir,

3.2, Gﬁsteriiis Formuti

Bojarski yontemi ([97, V.5.3; 5.7) kullanmilarak, ilk once bir
fe Zi fonksiyonunu yu kompleks dilatasyonu cinsinden ifade eden bir
gosterilis formiili ¢ikarilacaktir.

f Dbir B bolgesinde L'-tiirevlierini haiz bir fonksiyon olsun.
A, A c B olmak iizere uzunludu dlciilebilir bir edri ile siniriandirilmis
bir JORDAN btlgesi olsun. Asagidaki formil Genellestirilmis Cauchy

formii1l olarak bilinir ([9]7, I11.7.1).

-z ™ T -z

f=(t)

(3.4)  f(2) = f‘”m dc-——‘.—“ C dgdn . zeh, ¢ o= E4in.

J
DA A

Burada birinci integral bir holomorf fonksiyon tanimiar; ikingi integral
ise Cauchy esas dederi olarak vardir. f fonksiyonu A bOlgesinde bir
analitik fonksiyon ise (3.4) formilu Cauchy integral formiiliine indirgenir.

fe Zi olsun, z + f(z) - zP  fonksiyonuna (3.4) Genellestiril-
mis Cauchy formili uygulanarak ve (3.1) normalizasyonu gozoniinde tutu=-

larak, f fonksiyonunun her 2z i¢in

(3.5) f(z) = 2P + Tf5(z)
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denklemini gercekledigi gorilir. Burada

5(2) = =~ Jf 5 dgdn
i T = 2

dir. 1Integral biitiin diizlem tizerinden alinmistir.
(3.5) denklemi =z ye gdore tiiretilir ve f fonksiyonunun fs = uf,
denklemini hemen hemen her yerde gercekledidi gozoninde tutulursa, w = f3

fonksiyonunun hemen hemen her yerde
{3.6) w o= puzP 4 uHw

denklemini gercekledigi goriiliir. Burada

Hw(z) = = —— ff w(z) dgdn
m (¢ - z)*

Hilbert transformasyonudur. Bu denklem iterasyon ile c¢ozulebilir.
¢1 = pPTT, 9, = uHe_, > N = 2,3,.... olsun. q> 2 dcin Hilbert
transformasyonu L% da sinirls yani L%-normu HH||q sonlu oldudundan

(Calderon-Zygmund esitsizligi),
. . iy 10
67 Mol = lhegyllg < Kl ey g < KT Hogy Il < C6TITHIL

dir, k]]Hl]q <1 olacak sekilde bir q > 2 secelim. [|H||q nun
q ya gore slrekli ve [|[H|[, =1 olmasi nedeniyle bu yapilabilir.

0 takdirde, (3.7) ye gore

L9 da yakinsak bir dizidir,
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D=1
Wiy = ppzp + pHWn

oldugundan Tim w, = I ¢5 (3.6) denkiemini gercekler, Bu limit (3.6)
i=1
denkleminin L9 da tek coziumudir. Zira, o (3.6) denkleminin ikinci

bir cozimi ise, (3.6) dan
= ol < KR GIw - oll,

ve buradan hemen hemen her yerde w = w olur. 0 halde hemen hemen

her yerde Timw, = f5 dir.

b5, 1= 1,2,..., fonksiyonlarinin dayanagt |z| < 1 btlgesinde

oldudundan, g > 2 ic¢in Holder esitsiz1igi uygulanarak
(3.8) (T3] < Gllosll

bulunur. Burada C; yalniz g ya bagli bir sabittir. Bu her Tos
fonksiyonu ic¢in dodrudur. Dolayisiyla, n, m pozitif tam sayilar olmak

Uzere
[Top(2) = Tog(2)] < Coll oy = dnllg
dir. 0 halde, (3.5) den
(3.9) flz) = 2P + T Toy(z)
bulunur. Seri bitlin diizlemde mutlak ve diizglin yakinsaktir,

vyari. (3.1) normalizasyonunda zP  yerine keyfi bir

P(z) = AyzP + - + Ay polinomu alinabilir. O takdirde, (3.9) gdste-

rilis formull
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seklini al1ir. Burada ¢, = P'(z)u, b = vHO L, s N o= 2,3,

3.3, Asimtotik Tahmin}er

Gosterilis formlilu (3.9) k -~ 0 d¢in f(z) fonksiyonunun duru-

munu incelemekde kullanilabilir, Ayrica, gGsterilis formili (3.9)

kultanilarak, -f  fonksiyonunun kuvvet serisi katsayilari i¢in asimto-

tik tahminler bulunacaktir.

Sonug 3.1. f e ZE olsun. O takdirde,
(3.10)  f(z) = 2 - P s 228 gedn 4 o(k?)

dir. Kalan terim z ye ¢0re dizgln sinirhidir,
Ispat. (3.7) ve (3.8) den

5 [To5(z)| < C3 I (K] Hllq)i

is2 i=2

elde edilir. Burada (3 yalniz p ve q ya badlr bir sabittir.

q > 2,

kl]H]]q < 1 olacak sekiide secildidinden sad taraftaki seri bir geo-

metrik seridir. O halde, her z fcin

12
r SIEl

“ Z it
2 = E -k,
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olur. Bdylece, gosterilis formiili (3.9)
(3.11) f(z) = 2P + Ty (2) + o(k?)

seklini alir. Kalan terim 2z ye gdre diizgiin sinmirly olup, (3.11) den

(3.10) eide edilir,

(3.10) formilunden hemen |f(0)| d¢in bir asimtotik tahmin bulunur.

Sonug 3.2. f ¢ ZE olsun. O takdirde,
(3.12) | F(0)] < 2k + o(k?)

dir. Esitlik

’ [z] > 1 icin P 4 k2e219,7P

lz| <1 i¢in P+ 2keie(|z[p - 1) + k2e2183P

9 gergel

fonksiyonu i¢in gerceklenir,

Ispat, (3.10) dan
C 2
(3.13) 1f(z) - 2P| < -2~ s ——— dedn + o(K?)
dir. Burada esitlik

L(e) = kel® BT E (zy) PTYE h.h.y
Iz - z]
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ise gercekienir. z =z 0 d¢in (3.13) esitsizligi (3.12) tahminini verir.
fe ZE olsun. f fonksiyonunun D* bBldesinde (3.3) seklinde

seriye acilimi vardir,

Teorem 2.2. T ¢ ZE oisun, - 0 takdirde

(3.14) lag] < K4 o (k)
p+n

dir. Tahmin kesindir,

' Ispat.  GOsterilis formiili (3.9) ve (3.3) karsilastirilirsa

8

b

(3.15) an = —— = S 7 o3(0)c" T dgdn , no=1,2,...
T i=1 lCl<1
bulunur,
Schwarz esitsizligi uygulanirsa,
- 1 1
75 Jos(e)e™ dedn < v /20’ 2] 041,
lg]<l

olur. (3.7) esitsizligi ve [[H], =1 oldudu kullanilarak,
- 1 - 3

S I es ()" dedn < mp l2 =t /2y

cl<d
bulunur. O halde, (3.15) ifadesi

a, = ey dedn + o(K?)

T |zl<]

seklinde yazilabilir. ¢,(z) = pzP 'u(z) olduundan, buradan (3.14)

elde edilir., Esitlik



- 34 -

(3.16) u(z) = ke'ie(’c‘/c:)(nﬂo"z)/2 h.h.y

icin gerceklenir, Kompleks dilatasyonu (3.16) seklinde olan ekstremal

fonksiyoniar
IZi > ] icin (Z(D+n)/2 N keiez-(p+n)/2)2p/p+n
falz) = |
2l <1 dgin (P2, yei85(pn)/2y2p/ptn
seklindedir,

p =1 i¢in (3.10) ve (3.14) den Z sinifr fonksiyonlari icin
bilinen sonuclar elde ediiir [123.

Asadnda, ZE sinifina ait anksﬁyon1ar1n Faber polinomlar
cinsinden gosterilisi (3.2) kullanilarak, p = 2 halinde, f fonksi-
yonunun a

; kuvvet serisi katsayis1 i¢in asimtotik olmayan kesin bir

st sinir verilmistir.

Teorem 3.3, f(z) = 2?2 + I anz‘“n 3 ZE olsun. 0 takdirde,
T 1
L
(3.17) |31 < (5-)k

dir. Tahmin kesindir,

. D ; " 1 .. fonks i u (3 2)
Ispat. f e X olsun., Teorem | e gore f fonksiyonunun (3.
spa k )

seklinde tek bir gosterilisi vardir. h fonksiyonunun D" bGlgesinde

seriye aci1limi
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olsun., h fonksiyonunun f,(w) Faber polinomlar

h(z) =w nso "
ile tanimlanir [16]. 0 halde F,(w) =1, Fow) = w, Fz(w) = w? - 2b,,
F3(w) = w® - 3b.w - 3b, ve genel olarak F,(w) = W+ e dir. h

fonksiyonunun p 'inci dereceden Faber polinomuna karsilik olan Faber

fonksiyonu
(3.18) Fo(h(z)) = 20+ p k§1 apkz“k
dir., Burada Ak katsayilari
Tog fle) = flz) .. 5 x Bk Pk
T -z p=1 k=1

ile verilir. Ao = akps a,, =a. _ =D dir. (3.3) ve (3.18) den
(3.19) 8y = Pag, = pbp

elde edilir. p = 2 idgin, Sonuc 2.2. ye gore, |b21 < 2k/3 oldugundan,

(3.19) dan
la,| < (4/3)k

bulunur. Esitlik
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|z} > 1 icin (2'/2 4 keiez"s/z)”3
f(Z) =

|z| <1 icin (23/2 + keief/z)u/3

icin gergeklenir,

3.4.  Analitik Baglilik

Li ile, dayana@r [z| <1 deolanve [[u]| <k <1 kosulunu
gercekleyen kompleks dederli @iclilebilir fonksiyonlarin sinifini1 gdster-
mistik. Teorem 3.1, e gbre her u ¢ LE icin tek bir f ¢ ZE vardir.
Diger bir deyisie, L? ve ZE sinify fonksiyonlari arasinda bire-bir
bir karsilama vardir, Bu nedenle, kuvazikonform homeomorfizmalarda ol-
dugu gibi (Bolum II), gOsterilis formill (3.9) f(z) fonksiyonunun yu
kompleks dilatasyonuna badli111§inin incelenmesinde kullanilabilir.

TS LE olsun. w, Jw] < 1/k, kosulunu gercekleyen bir kompleks
parametre olmak Uzere dizlemin, kompleks dilatasyonu wy olan, (3.1)
normalizasyonunu gercekleyen ve f(z,w) = » dederini yalniz z = o
icin alan kuvazimeromorf f fonksiyoniari climlesini ggzonine alalim.
o;( »w) ile (3.9) gosterilis formilinde wp ye Kkarsilik olan ¢4
fonksiyonunu gdsterelim.  ¢;( sw) = ¢iwi oldufundan, gosterilis for-
muli (3.9) bu takdirde,

;

(3.20) f(z,w) = 2P + Tos(z)w

1=1

seklini alir. Seri !w[ < 1/k dairesinin her kapali alt ciimlesinde dizglin
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yakinsaktir. 0 halde, w - f(z,w) fonksiyonu her sonlu z icin
lw| < 1/k bblgesinde analitiktir (holomorf). fM)(z,w) ile ( ,w)
fonksiyonunun n nci tiirevinin bir z ¢ D* noktasindaki degerini,
an(w) 1ile kuvvet serisi katsayilarini gosterirsek, (3.20) formillinden
Ze D* icin w - f(n>(zgw)9 ne=1,2,,.. fonksiyonlar:i ve w > a,(w)
fonksiyoniarinin da analitik oldudu cikar.

Bu sonuca dayanarak ve I, sinifi fonksiyonlar icin verilen
Alan teoreminin ispat yontemi [13] kuilanilarak, Zi s1nif1 i¢in, ilk
defa Alenicyn [2] tarafindan verilen, Alan teoreminin yeni bir ispati

asadida veriimistir.

Gercekte, Alenicyn‘nin Alan teoremi Zi sinifindan daha genis

bir fonksiyon sinifi igindir.

[o]

aran TEOREMI. f(z) = 2P + L anz e ZE olsun. O takdirde,
1

[2e]

(3.21) 2 nlap|? < pk?
dir. Esitlik

| lz] > 1 icin P+ kel¥27P
(3.22)  f(z) =

2l <1 dein 2P kel

fonksiyoniart i¢in gerceklienir.

N
Ispat, N keyfi pozitif bir tam say1 olmak Uzere, % nlapl|?

ifadesini gozoniine alalim. Her ZE , 0<k<1, sinifi kapal normal
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N
aile oldugundan, z njap|? ifadesini zi icinde maksimum kilan bir
fi fonksiyonu vardir. y, f, ekstremal fonksiyonunun kompleks dilatas-
yonunu gostersin. f( ,w) fonksiyonu; w, |w| <1, kosulunu gercek-
‘leyen bir kompleks sayt olmak Uzere, dlizlemin, kompieks dilatasyonu

hemen hemen her yerde ﬂ = wu/k ya esit olan, (3.7) normalizasyonunu

gercekleyen ve yalniz z

14

w igin o« degerini alan kuvazimeromorf fonk-

siyonu olsun, ap(w), n

1,24... f( ,w) fonksiyonunun kuvvet serisi
katsayilarini gostersin. w - a,(w) fonksiyonu |w| < 1 de analitikdir,
ZE sinifi yalniz z » zP  fonksiyonunu icerdiginden, w = 0 i¢in sifir

olur,

ap(k) » n=1,2,..., f ekstremal fonksiyonunun kuvvet serisi

ag(k) 70 icin (lan(K)[2)/((an(K))?)

tanimliyalim. O takdirde,

(3.24) Flw) = n b, aj(w)

W ™M=

n=1
fonksiyonu |w] < 1 de analitikdir ve w=0 noktasinda ikinci merte-
beden sifirt vardir. Z? s1nif1 icin bilinen alan teovemis In|ap|? < p [41

kullanilarak

N
[Flu)| < I nfap()]? <p
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bulunur. F fonksiyonuna Schwarz Lemmas? uygulanirsa,
(3.25) [F(w)] < pjw|?

¢ikar, w =k d¢in U =y dir. 0 halde, w = k icin (3.23), (3.24),
(3.25) den
N

2 Alen(k)|? « [Fu) < pit

bulunur, f,  forksiyonu ZE icinde ekstremal fonksiyon oldugundan ve

N keyfl aiindigindan, (3.21) elde edilir.
Sonug 3.3, (3.21) Alan esitsizliginden hemen
lap| < k

oldudu gortiilr. Esitiik (3.22) fonksiyonu icin gerceklenir,

3.5. Zi Stnifr Icin Majorant Prensibi

o, Z? sinifinda tanimlanmis bir analitik fonksiyonel olsun.

Z? sinifinda tanwmlanmis bir analitik fonksiyonel her Zi » 0 <k<1,

sinifinda da tanimiidir. Bir analitik fornksiyonel slrekli oldudundan

ve Zi ve Z? siniflart kapalt normal aile olduklarindan, ZE ve

tP simiflarinda |o(f)|  en biyik degerini alir.

M(k) = mex lo(f)] . M(1) = max|e(f)]
ferp fezlP

olsun,
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M(k) [0,11 araliginda azalmayan bir fonksiyondur.
Kuvazikonform homeomorfizmalar icin Lehto tarafindan verilen
Majorant prensibi (Bolum II) kuvazimeromorf fonksiyonlar icin asadi-

daki sekli alir:

Teorem 3.4. d, Z? sinifinda tanimlanmis, f(z) = zP icin

s1fir olan bir analitik fonksiyonel olsun., 0 takdirde,
(3.26)  M{k) < ku(1)

dir. Esitlik k wmn , 0< k <1, bir deferi i¢cin gerceklendiginde,

k nin [0,1) araligindaki her dederi icin gerceklenir,
Ispat. Tamamen ikinci bdllimde verilen Majorant prensibinin

ispatina benzer tarzda yurituliir.

3.6. Sﬁ(w) Sin1fa

Si(w) ile genisietiimis dizlemin, D birim dairesinde analitik

olan, z -~ 0 ig¢in
(3.27)  flz) = 2P + o(P*1)2)

normalizasyonunu gercekleyen ve f(z) = 0, degerlerini yalniz, sira-
siyla, z = 0, noktalarinda alan T k-kuvazimeromorf fonksiyonlar

sinifint gosterelim.

2) 0(zPT1) notasyonu, L1 ile bSlindiginde, z = 0 in dolayinda
sinirli olan bir ifadeyi gSstermektedir.
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Bolim II'de oldugu gibi, Sk(m) dizlemin, D birim dairesinde
konform olan, f(0) = 0, f'(0) « 1 normalizasyonunu gercekleyen, ve
« noktasint sabit birakan f k-kuvazikonform homeomorfizmalari sinifi-
‘n1 gostersin,

Asagidaki teorem, Sy(e) sinifi i¢in bilinen bazv sonuclar

SE(w} , k<1, sinif1 fonksiyonlarina aktarmakta kullanilabilir.

Teorem 3.5. Si(w) sinifina ait bir f fonksiyonunun h e Sy ()

olmak lizere
(3.28) fzhP
seklinde tek bir g@sterilisi vardir,

Ispat. T e Si(w) olsun. Teorem 3.1 de oldugu gibi f fonk-

siyonunun h e S (=) ve F bir polinom olmak lizere
f:Foh

seklinde bir ayril1s1 oldugu gosterilebilir. f fonksiyonu sifir dede-
rini yalniz sifir noktasinda aldigindan ve (3.27) normalizasyonunu ger-

ceklediginden
Foh::hp

dir.
f e SE(w) olsun. f fonksiyonunun (3.27) normalizasyonu nede-

niyle D bolgesinde

- 7P
f(z) =zt bp+1z
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seklinde seriye ac111m vardir,

Teorem 3.6. e SP(=) olsun. O takdirde

(3.29) ;bp+1]_§ 2pk
dir. Esitlik ancak ve ancak

lz] <1 icin 2P/(1 + kel8z)2P

E
f(Z) = §

fonksiyonu i¢cin gerceklenir,

- Ispat.  Teorem 3.5, ye gbre h(z) = [f(z)]1/p e S (=) dir.

Burada h(z) fonksiyonunun, z = 0 dolayindaki acilim

) sz e Dt (B L1 e e
p p 2p p a
olacak sekildeki dal1 secilmistir. [by,,/p| < 2k ([101, Sonuc 3)
oldugundan (3.29) esitsiz1igi elde edilir.
fe Si(w) olsun. 0 takdirde, F(z) = 1/(f(1/2P*1)1/P*1y  y1e
tanimlanan F fonksiyonu bir ZE (0) = {f e ZE[ yalpiz z = 0 i¢in f(z) = 0}
simfindadir ve D° bilgesinde
b

F(z) = AR AL SRR
p 4+ 1

seklinde seriye acilimi vardir. O halde, (3.29) esitsizligi kullanilarak
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= | bP+1| < 2pk

EMEE <
D+ 1 P+ 1

buTunur.

Goluzin [41, 1P sinifina ait ve D* bslgesinde stfir olmayan

P L5 =N i
f(z) = zF + % anz fonksiyonlary icin

la,| < 2p
p+1

oldugunu ispatlamistir. Burada Ust sinir kesindir.
Bu dislincelere gbre, (3.14) asimtotik Ust sinirinin, her Kk,
0<k<1, igin Zi sinifinin D* bolgesinde sifir1 olmayan f fonk=

siyoniart igin kesin Ust sinir oldudunu tahmin ediyorum,

3.7. Yogunluk Problemi

ZQ’ 0<k<1, ve £ siniflart Bolim II'de tanimiandigr gibi
olsun, Zé siniflart ¥ sinifinda yodundur. Diger bir deyisle, her

f el fonksiyonu, f; bir ZQ s 0 <k, < 1, sinifinin elemany olmak

uzere, bir {f,} dizisinin limitidir. Bu, su sekilde gorllebilir:

f ez olsun, {rﬂ} R 1 olmak ilizere, 1imiti Tim fy = 1 olan

ofs

bir dizi olsun. =z e D igin f,(z) = f(rnz)/rn fonksiyonlarini alalim.

n
Birim dairenin T, ile tasviri bir amalitik edri oldugundan ve birim

dairesini bir kuvazikonform edri ile sinirlandiriimis bir bolgeye tasvir
eden bir yalinkat fonksiyon dizlemin bir kuvazikenform tasvirine genis-

letilebileceginden, her f, fonksiyonu diizlemin bir kuvazikonform
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tasvirine genisletilebilir, D" bolgesinde Tim f,(z) = f(z) dir.

Benzer olarak, ZE s 0< k<1, smmflarinin Zg sinifinda
yogun olup olmadigi sorulabilir. fe P, {r} , r,>1, Tinr, =1
olan bir dizi olsun. Yukarida oldugu gibi, z e D* icin f(z) = f(rpz)/ry
fonksiyonlarini tanimliyalim. Bu halde, f,, Tfonksiyonunun diizleme
kuvazikonform olarak genistetilip genisletilemiyecedi; genisletilebiimis

olsa bile, bu genislemenin bir k < 1 igin Zp sinifina ait olup ol-

k
mayacadt bilinmemektedir. O halde asadidaki problemler aciktir,

problem 1. f € I olsun. D, = {z||z] > r > 1} olduduna gore,
flp  fonksiyonu dizleme kuvazikonform olarak genisletilebilirmi?
r
Tahminim § fonksiyonunun kuvazikonform olarak diizleme genis-

letilebilecedidir.

Problem 2. Zi sinifiars Z? sintfinda yogunmudur? Tahminin

ZE siniflarinin Z? da yodun olmadigidir.
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